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1. Kinematische & mathematische
Grundlagen der Quantenmechanik

1.1. Die Notwendigkeit einer Quantentheorie'

“Eine Darstellung eines jeden Gebiets der Physik wird unausweichlich Begriffe enthalten, welche, ob-
wohl nicht definiert, einen Teil der allgemeinen wissenschaftlichen Grundlagen der Zeit und der Kultur
bilden, in denen sie verwendet werden. Die Sinnhaftigkeit und Anwendbarkeit solcher Begriffe wird ge-
meinhin fiir ‘offensichtlich’ gehalten und scheint weiterer Erklarung nicht wert zu sein. Von Zeit zu Zeit
kommen jedoch neue Konzepte auf, welche diese vorherbestimmte Ordnung von a priori Wahrheiten her-
ausfordern und eine radikale Neubewertung der Grundlagen des betreffenden Gebiets notwendig machen.
In der Physik des 20. Jahrhunderts sind die zwei bedeutenden Beispiele solcher Paradigmenwechsel die
Relativititstheorie und die Quantentheorie. Erstere hatte eine groflere Neubewertung der Konzepte von
Raum und Zeit zur Folge; letztere fordert den Begriff der Existenz selbst heraus.”!

Welche “offensichtlichen”, nicht definierten, scheinbar harmlosen und unverfianglichen Begrifte der “klas-
sischen” Physik sind es, deren “Wahrheit” infolge des mit der Quantentheorie erfolgten Paradigmenwech-
sels angefochten werden? Betrachten wir fiir die Beantwortung dieser Frage als Beispiele die folgenden
Begriffe:

System — Observable — Eigenschaft — Messung — Zustand — Kausalitiit.

“In der klassischen Physik stehen diese Begriffe im grolen und ganzen im Einklang mit der allgemeinen
Auffassung von Realitit, so dass Thre Bedeutung in der Tat als ‘offensichtlich’ und relativ unstrittig ange-
sehen werden kann. In der Quantentheorie hat sich die Situation jedoch radikal veridndert, und, insgesamt
genommen, hat die Bedeutungsverschiebung dieser grundlegenden Vorstellungen eine radikal verinderte
Sicht auf die Realitit hervorgebracht.”!

Um das Verstindnis dieser Neuerungen zu erleichtern, betrachten wir kurz einige grundlegenden Ele-
mente der philosophischen Sichtweise der klassischen Physik: Fangen wir mit dem Wort “System” an,
welches in allen Bereichen der Physik fiir das Objekt verwandt wird, welches Gegenstand der Beobach-
tung ist. Was jedoch, zuallererst, ist ein Objekt? Wir konnten auch scheinbar unschuldig fragen:

Was ist ein Ding?

Diese alte philosophische Frage fordert uns, zusammen mit der Frage nach der Natur unseres Wissens
von den Dingen, bis heute heraus. Das Problem in dieser Frage fiangt schon beim Wortchen “ist” an.
Unsere gewohnte Vorgehensweise konnte drei mogliche Antworten auf die Frage “Was ist ein Ding”
hervorbringen:

— Wirkliche Objekte: Der Tisch, die Kreide, das Sandkorn, ..., das Atom?

— Zustidnde: Das Wachsein, das Wohlsein, ..., nach der Vorlesung: die Miidigkeit, ...

Nach C. J. Isham, Lectures on Quantum Theory, Imperial College, Winter Term 1992. Ubers. d. Autors.
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— Alles, was nicht Nichts ist: Die Farben, die Schonheit, ...

Die Physik freilich kennt nur den ersten Dingbegriff, den der Objekte mit duBeren und inneren Eigen-
schaften. In der Naturwissenschaft denken wir zuvorderst also an bestimmende Eigenschaften eines Ob-
jekts. Diese Auffassung bildet den Kern des klassischen Realismus (auch naiven, direkten, oder Common-
Sense Realismus), einen der zentralen Standpunkte in der philosophischen Erkenntnistheorie.

Damit wird der klassische Dingbegriff offenbar, welcher uns bis hinein in unsere Sprachstruktur (Subjekt
— Pradikat — Objekt) préigt: Eigenschaften von Dingen bestimmen unser Verstidndnis von “Wahrheit” und
insbesondere, was es bedeutet, eine “wahre” Aussage zu machen. Unser immerwihrendes Ziel ist, Wissen
tiber die Eigenschaften der Objekte und damit Erkenntnisse iiber Wahrheit zu erlangen. Doch wie konnen
wir uns dieses Wissen aneignen? Diese Frage fiihrt direkt zum Begriff der Messgrofien oder Observablen:
Wabhres, quantitatives Wissen iiber ein physikalisches System erlangen wir durch den Akt einer Messung,
das heif3t, durch irgendeinen physikalischen Vorgang, in welchem der numerische Wert einer Observablen
bestimmt und aufgezeichnet werden kann.

Hinter dieser Auffassung steht die in der wissenschaftlichen Methodik vorausgesetzte Moglichkeit der
Trennung von Subjekt und Objekt bei einer Messung. Mitgedacht ist dabei stets eine willkiirliche Tren-
nung eines Teils der natiirlichen Welt von ihrer Umgebung. Diese Trennung ist allein schon deshalb
notwendig, damit theoretische und experimentelle Untersuchungen ungestort von jeglichem Einfluf§ des
restlichen Universums vonstatten gehen konnen. Aus der Perspektive der klassischen Physik hat eine
solche Trennung von Beobachter bzw. MeBapparat und beobachtetem System keine grundlegende Be-
deutung. Beide sind Teile einer einheitlichen, objektiv existierenden externen Welt, in der sie denselben
Status haben und durch dieselben physikalischen Gesetze beschreibbar sind.

Nichts besonderes ist gleichsam auch an den Konzepten von “Messung” und “MeBgroe”. Der Grund
hierfiir ist einfach, dass das System den Wert der gemessenen Observable zum Zeitpunkt der Messung
besitzt. Eigenschaften bzw. Attribute sind intrinsisch mit dem Objekt verbunden, wihrend dieses un-
abhingig von der dufleren Welt existiert. Der MefBvorgang ist in diesem Kontext als eine spezifische
Wechselwirkung von MeBapparat und System zu verstehen, welche so gewéhlt ist, dass sie den Wert der
gewiinschten GroBe sichtbar macht.

Die hier skizzierte, allgemeine “Sicht der Dinge” bestimmt weiterhin, welche Bedeutung wir der Zeit zu-
messen. Wir sagen: Die Dinge “dndern sich mit der Zeit”, womit wir meinen, dass sich die internen oder
externen Eigenschaften eines Objekts dndern. Dariiberhinaus nimmt man in der klassischen Physik an,
dass diese Anderungen deterministisch vonstatten gehen. Das Konzept der Eigenschaften und der Art und
Weise, in der diese sich zeitlich dndern, ist wissenschaftlich mit dem Begriff des Zustands eines Systems
erfait: Eine Vorstellung, welche gut zum philosophischen Standpunkt des einfachen Realismus passt, ja
letztlich aus diesem hervorgeht.

In der klassischen Physik gilt:

1. Die Kenntnis des Zustands zu irgendeiner Zeit reicht aus, um alle Eigenschaften des Systems zu
bestimmen, d.h., sie geniigt, um die Resultate aller moglichen Messungen, welche zu dieser Zeit
gemacht werden konnen, vorherzusagen.

2. Der Zustand zur Zeit t, ist eindeutig durch den Zustand zu jeder fritheren Zeit (oder spiteren) Zeit
t) bestimmt.” Es ist dieses “Kausalitiitsprinzip”, durch das ein strikter Determinismus seinen Weg
in die Physik findet.

2Im Kontext der klassischen Chaostheorie ist diese Aussage entsprechend zu prizisieren.
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Die klassische Mechanik liefert also eine deterministische Beschreibung der Physik. Ihr liegt das Kon-
zept der Punktteilchentrajektorie zu Grunde. Ausgehend von einer genauen Kenntnis der Anfangsbedin-
gungen — d.h. der verallgemeinerten Koordinaten (q, p)|;=;, — erlaubt sie eine vollstindige Beschreibung
der Trajektorie zu allen Zeiten, z.B. unter dem Einfluss einer Kraft. Die Newtonsche Gleichung

d*q dq
—=F — 1.1.1
"ar (q’ dt) (.11

14Bt sich als System zweier gekoppelter Differentialgleichungen erster Ordnung fiir das Paar (q, p) kano-
nisch konjugierter Groflen schreiben,

mi—? = p, % - F(q, %) (1.12)
deren Losungen durch die Anfangswerte dieser GroBen vollstindig bestimmt sind. Der Raum der Zu-
stinde dieses Systems liBt sich also mit dem zweidimensionalen reellen Vektorraum R? identifizieren.
Analog ist der Raum der Zustinde von N Punktteilchen, welche sich in 3 Raumdimensionen bewegen,
der R 3 Wir bemerken dabei, dass die Masse m ebenso wie die funktionale Form der Kraft F keine (in-
ternen) Observablen sind, sondern einen Teil der Spezifikation des Systems darstellen. Sie sind vielmehr
“intrinsische” Observable, also solche, welche unabhingig vom Zustand des Systems sind, wihrend ¢
und p “kontingente” Observable darstellen, deren Wert zeitabhingig ist sowie abhidngig von einer spezi-
ellen Wahl zu einem Anfangszeitpunkt. Die Werte beider Typen von Observablen stellen Eigenschaften
des Systems dar, welche von diesem besessen werden.

Das hier skizzierte Bild mag im Einklang mit der allgemeinen Erfahrung stehen. Dennoch kamen mit den
Ideen der Quantentheorie alle seine Aspekte zur Uberpriifung. In der konventionellen Darstellung und
Interpretation der Quantentheorie wird eine scharfe Trennlinie zwischen System und Beobachter bzw.
MeBapparat gezogen. Das Hauptaugenmerk liegt nun auf dem Akt der Messung und den Resultaten fiir
die Werte der gemessenen Observable. Das Konzept der von einem individuellen System objektiv “be-
sessenen” Eigenschaften ist nur schwer aufrechtzuerhalten. Beispielsweise ist es im allgemeinen nicht
langer sinnvoll zu sagen, dass der Grund dafiir, dass eine Messung einer bestimmten Grofle einen gege-
benen Wert ergibt, ist, dass die betreffende Eigenschaft diesen Wert eben zum Zeitpunkt der Messung
“besitzt”. Insofern es tiberhaupt sinnvoll ist, die Quantenmechanik auf einzelne Objekte zu beziehen, ist
ein ‘Ding’ jetzt bestenfalls als ein Biindel latenter bzw. potentieller Eigenschaften aufzufassen, Eigen-
schaften, welche erst durch den Akt der Messung zur Existenz (im Sinne der klassischen Physik) gebracht
werden.

Das Konzept des ‘Zustands’ spielt weiterhin eine wichtige Rolle. Die Bedingung (1) kann hierbei jedoch
nur noch operational aufgestellt werden, im Sinne von genauen Vorhersagen fiir die Resultate moglicher
Messungen. Dabei sagt die Quantentheorie lediglich noch Wahrscheinlichkeiten fiir Mefergebnisse, je-
doch keine konkreten Mefwerte selbst voraus. Aufrecht steht weiterhin die Auffassung, dass der Zustand
der Tréger der kausalen Struktur der Theorie ist. Insbesondere erlaubt die Spezifikation des Zustandes zu
einer Zeit die Bestimmung desselben zu jeder anderen Zeit. Man beachte jedoch, dass es jetzt die Wahr-
scheinlichkeiten fiir MeBresultate sind, welche sich in deterministischer Weise entwickeln, nicht jedoch
die eigentlichen MeBwerte selbst.

Konkret fiihren die folgenden Probleme mit der klassischen Beschreibung der Physik zur Notwendigkeit
einer erweiterten Theorie, letztlich der Quantentheorie:

o Frithe empirische Erkenntnisse, welche sich als mit der klassischen Beschreibung nicht vereinbar

3Der Zustandsraum eines klassischen Systems muB jedoch kein Vektorraum sein. Zum Beispiel ist der Zustandsraum fiir ein
Teilchen, welches auf eine Kreisbewegung eingeschrinkt ist, ein Zylinder.
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erwiesen, betrafen insbesondere*

— die Atomspektren, welche sich nicht mittels fundamentaler Oszillatoren beschreiben las-
sen, welche in beliebigen Harmonischen anregbar wiren. Ein solches Bild fiihrt zur sog.
Ultraviolett-Katastrophe, welche im Widerspruch zu endlichen spezifischen Wirmen z.B. der
Festkorper steht.

— die Stabilitdt der Atome: Eine im Newtonschen Sinne klassische Trajektorie eines Elektrons
um den Atomkern wiirde eine kontinuierliche Abstrahlung von Energie erzwingen, was im
Widerspruch zur Beobachtung steht.

— den Welle-Teilchen-Dualismus: Auf der einen Seite legt der Photoeffekt den korpuskularen
Charakter des Lichts nah (Hertz 1887, Einstein 1905; auch die Compton-Streuung, 1925).
Andererseits kann die Beugung von Licht am einem Gitter nur durch den Wellencharakter
des Lichts erkliart werden. Umgekehrt verhélt sich Materie (z.B. Elektronen) in bestimmten
Situationen, etwa beim Durchgang durch ein Kristallgitter, wie eine Welle (de Broglie 1923
[2], Experimente von Davisson und Germer, 1927 [3], Thomson, 1928 4.2

e Philosophische Uberlegungen (nach P.A.M. Dirac, The Principles of Quantum Mechanics, Chapter
1):
,»Mikro“ und ,,Makro* konnen nicht nur relative Konzepte sein. Wire dies umgekehrt der Fall,
so kdme die Erkldarung des ,,GroBen* durch das ,,Kleine* zu keinem Abschluf3. Umgekehrt folgt
daraus, dass die GroBe eines Systems eine absolute Bedeutung haben muf3.

Physikalisch-empirische Erkenntnis beruht grundsitzlich auf Resultaten von Messungen, welche
prinzipiell in das beobachtete System eingreifen. Aus der Existenz einer absoluten Bedeutung von
GroBe wiirde damit auch die Erkenntnis folgen, dass es eine Grenze der Schwachheit der Storung
eines Systems bei einer Messung geben muf3. Ein System ist dann ,,grof* im absoluten Sinne, wenn
die Messung seines Zustands diesen kaum beeinfluflt. Fiir kleine Systeme gibt eine prinzipielle,
maximale Auflosung der Messung. Diese muf3 durch eine Naturkonstante charakterisiert sein. Wir
werden im Folgenden sehen, dass diese Konstante durch das Plancksche Wirkungsquantum

h = 6.62607015 - 1073 Js (1.1.3)

gegeben ist.®

Fiir ,.kleine* Systeme ist zu erwarten, dass diese sich nur dann vollstindig deterministisch verhal-
ten, wenn sie sich selbst iiberlassen sind. Die unvermeidbare Storung bei einer Beobachtung bzw.
,Messung* fithrt zu nicht-deterministischen Verinderungen am System.

1.2. Die Polarisation der Photonen

Als Beispiel fiir das fundamental Neue an der quantenmechanischen Beschreibung betrachten wir die
Theorie des Lichts. Anhand einfacher Polarisationsexperimente werden wir heuristisch-induktiv die we-
sentlichen Grundziige der neuen Theorie kennenlernen. Unsere Vorgehensweise wird vom Versuch ge-
leitet sein, die Resultate dieser Experimente mit dem angesprochenen Teilchencharakter des Lichts in

“4Eine Ubersicht iiber einige der wichtigsten Experimente findet sich beispielsweise in F. Schwabl, Quantenmechanik, Kapitel
1.2 [1].

5Max Planck, am 23.04.1938, aus AnlaB der Verleihung der Max-Planck-Medaille an Louis Prince de Broglie: “Die Kiihnheit
dieser Idee war so grof3 — ich muss aufrichtig sagen, dass ich selber auch damals den Kopf schiittelte dazu, und ich erinnere mich
sehr gut, dass Herr Lorentz mir damals sagte im vertraulichen Privatgesprich: ‘Diese jungen Leute nehmen es doch gar zu leicht,
alte physikalische Begriffe beiseite zu setzen!” Es war damals die Rede von Broglie-Wellen, von der Heisenbergschen Unschirfe-
Relation — das schien damals uns Alteren etwas sehr schwer Verstindliches.”

SDer hier in SI-Einheiten angegebene Wert von # ist exakt, da die SI-Einheiten v.a. durch £ definiert sind.
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Einklang zu bringen. Dies fiihrt uns direkt zu den Begriffen des Zustands, der Superposition von Zustén-
den, sowie zu einer probabilistischen Interpretation der Theorie. Diesen Eigenschaften werden wir eine
mathematische Form geben und zu allgemeinen Postulaten erheben.

1.2.1. Klassische versus quantenmechanische Beschreibung des Lichts

Im klassischen Bild kann man Licht im einfachsten Fall als eine transversale, elektromagnetische Welle
darstellen. Betrachten wir eine Lichtwelle, welche sich im Vakuum in z-Richtung ausbreitet und transver-
sal dazu polarisiert ist:’

E(r,1)
E(r,t) = Ei(r,t)e, + E\(r,t)e, = | E\(r,1) |,
0

1
B(r,r) =e, XE = E(k x E), (Faraday)

Eir,H) =Re [E;O)ei(kz_“”)], i€{x,y}, E.(r,©)=0, worin
2 )
r=(xy2", k=ke, k= 7” , w=2mv=ckl, und E” =E”e". (1.2.4)
Hierbei stellen die a; konstante Phasen dar. Die Polarisation dieser Welle ist nun iiber das Verhaltnis von
E, und E, definiert, z.B.

e E, = 0 © lineare Polarisierung in x-Richtung,
e E, = E, & lineare Polarisierung in 45°-Richtung,

° E;O) = iEfCO) & rechts-zirkulare Polarisierung (Phasendifferenz o, — a,, = 7/2).

Quantenmechanisch verhilt sich Licht in bestimmten Situationen, als bestiinde es aus Teilchen (= Pho-
tonen).

o Photoelektrischer Effekt: Die Energie von durch Licht aus einem Festkorper freigesetzten Elektro-
nen hiingt lediglich von der Wellenlcinge des Lichts ab (Experimente von Philipp Lenard, 1900).

Als Photon y bezeichnet man das minimale Energiequant, welches das Licht transportiert. Postu-
liert wurde diese Quantisierung des Lichts von Einstein in dessen annus mirabilis 1905, um den
Photoeffekt erkliren zu konnen. Fiir Licht der Frequenz v ist die Energie eines Photons

E=hv="hw, wobei #h= i (1.2.5)
2r

Das Plancksche Wirkungsquantum 4 = 6,626 - 10734Js (exakter Wert: GL. (1.1.3)) bestimmt die
prinzipiell maximal mogliche Auflosung einer Messung, d.h., die mogliche Lokalisierung im Pha-
senraum. Wir bemerken, dass die Einheit eines Phasenraumelements [p - x] =kg m?s~! =Jsist. h
definiert also die absolute Skala von ’klein’.

e Photonen haben korpuskularen, d.h. Teilchen-Charakter. Sie sind unteilbar, d.h. sie stellen die nach
Dirac in Kapitel 1.1 beschriebene kleinste Einheit des Lichts (im absoluten Sinne) dar.

THier sind GauBsche Einheiten gewihlt, in denen &y = 1/4m und po = 4n/ 2.



1. Grundlagen der Quantenmechanik

o Der Teilchencharakter wird experimentell manifest bei kleinsten Intensititen: Der Detektor regi-
striert einzelne, diskrete Klicks bei Absorption einzelner Photonen. Altmodisch ausgedriickt: Der
Photoeffekt zusammen mit der Silberhalogenid-Reaktion Ag*+e~ — Ag hat die punktuelle Schwir-
zung einer Fotoplatte zur Folge. Insbesondere gilt der Zusammenhang

Lichtintensitit / o« Anzahl der Photonen. (1.2.6)

1.2.2. Einfache Experimente mit Polarisationsfiltern
Experiment 1

Betrachte den Durchgang der sich in z-Richtung ausbreitenden Lichtwelle (1.2.4) mit allgemeiner trans-
versaler Polarisation, E;, = (E,, Ey)T durch einen Polarisationsfilter, der nur in x-Richtung polarisiertes
Licht durchlisst.

Klassisches Bild
Nach Durchgang durch den Polarisator ist die Welle transversal in x-Richtung polarisiert. Das Verhiltnis
der Intensitéten ergibt sich als
Lut _ [Boull® _ |EJP
out _ = ) (1.2.7)
Ii |Ein|2 |Ex|2 + |Ey|2
Dieses Resultat 146t sich leicht aus der Energiedichte oder alternativ aus der Energiestromdichte der Welle
ableiten. Die Energiedichte der e.m. Welle (1.2.4) lautet

1
e(r.1) = o (IBF +[BF) (r.1)

1
= - EVF cos’ ke — wr + ) + |EPF cos’(he - wi + @) (1.2.8)

wihrend die Energiestromdichte derselben Welle ist durch den Poynting-Vektor

S(r,1) = %(E x B)(r, 1) = % DUIEOP cos*wr — kz + a)e, (1.2.9)

i=x,y

und damit durch S = cee, gegeben ist. Es ergibt sich also das wesentliche Resultat, dass die relativen
Intensititen (auslaufend zu einlaufend) den Betragsquadraten der jeweiligen Feldstirke-Vektoren ent-
sprechen. Dies wird uns in den Definitionen der Wahrscheinlichkeiten in der Quantenmechanik wieder
begegnen.

Quantenmechanisches Bild

Im gm. Bild 148t der Polarisationsfilter nur ganze Energiequanten, d.h. Photonen hindurch.® Ein Pho-
ton kann also entweder den Polarisator als Ganzes passieren, oder es wird als Ganzes absorbiert. Das
Verhiltnis der Intensitdten muss als Wahrscheinlichkeit

_ #der auslaufenden Photonen |E.J?
~ #der einlaufenden Photonen  |E,|> + |Ey|?

Lou
;—t =Py, 0<P. <, (1.2.10)

8Eigentlich miiften wir hier den Schritt von der klassischen Elektrodynamik zur Quantenelektrodynamik machen, einer Quan-
tenfeldtheorie, die sich, im klassischen Limes, mit dem Aufbau elektromagnetischer Wellen aus vielen Photonen beschiftigt. Aber
selbstredend soll dies, gleich hier zu Anfang ihrer Begegnung mit Quantentheorie, nicht weiter Thema sein. Dennoch ist es im
Folgenden sehr instruktiv, den Blick auf ein einzelnes Photon zu senken und sich dabei vorzustellen, dass es elektromagnetische
Eigenschaften wie die bekannten Feldstirken und deren Polarisation besitzt.
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interpretiert werden. P, ist zunichst eine relative Haufigkeit fiir das Ensemble von Photonen. Da einzel-
ne Photonen nur als Ganze durchgelassen werden konnen, sind wir gezwungen, wenn auf ein solches
Photon bezogen, P, als die Wahrscheinlichkeit, dass das Photon der Lichtwelle mit Polarisation (E,, E)
den z-Polarisator passiert, zu interpretieren. Diese probabilistische Interpretation ist eine unmittelbare
Konsequenz aus der Notwendigkeit, die Zerlegung einer Lichtwelle in x- und y-polarisierte Anteile mit
der Unteilbarkeit der Photon-Quanten zu vereinbaren. Als Konsequenz aus Einsteins Hypothese, dass die
Energie jedes Photons proportional zu dessen Frequenz ist, muf} die Zahl der Photonen proportional zur
Energie- bzw. Energiefludichte der elektromagnetischen Welle sein.

Einem einzelnen Photon ordnen wir den normierten Zustandsvektor E = E /IE|, |E| = VIE.* + IE}.IZ, zu:

R 1

Ei, = E(Exex + Eve) = Ae, + Ave,, mit A,A €C, AL +IAL =1 (1.2.11)

Die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass das einzelne Photon durch den x-Polarisator gelassen wird, lautet da-
mit

P, =A% (12.12)

Falls das Photon durch den Polarisator hindurchgelassen wird, ist es danach x-polarisiert. Dem auslau-
fenden, x-polarisierten Photon ordnen wir den normierten Vektor

) E.
Eou = 1= % . 1.2.13
R ™ ( )

Hier sehen wir bereits ein allgemeine Eigenschaft die uns bei Messungen in der Quantenmechanik begeg-
nen wird: Abgesehen von der Normierung dndert sich der Zustandsvektor durch die Polarisationsmessung
entsprechend einer Projektion auf die Richtung des Polarisators:

E, E, _ 1 0O E,
(Ey)ﬁ(o)"(o 0)(Ey)’ (1.2.14)
—_—

P2="P,. (1.2.15)

Experiment 2

In einem zweiten Polarisationsfilter-Experiment folgt auf den uns bereits bekannten x-Polarisator ein x’-
Polarisator. Dabei sei (x’, y") gegeniiber (x, y) um einen Winkel ¢ gedreht. Wir zerlegen die (e, , e, )-Basis
beziiglich der (e, e,)-Basis als

€y

cos¢ e, +sing e, }@{ e, = cospey—singey (1.2.16)
N 2.

—sin¢ e, +cos ¢ e, e, sing ey +cos ¢ ey

Beachte dabei, dass cos¢ = e, - e, und —sin¢ = e, - e, aus den Skalarprodukten der Einheitsvektoren
hervorgehen.

Klassisches Bild
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Im klassischen Wellenbild konnen wir wie zuvor das elektrische Feld nach dem ersten Polarisator, E,
in seine kartesischen Komponenten hinsichtlich der Basisvektoren e, e, zerlegen, welche durch die
Ausrichtung des zweiten Polarisators definiert sind,

Ei=Ee,=E;(e;-ev)er +Ec(e;-ey)ey. (1.2.17)
—— ——
cos ¢ —sin¢

Wiederum schreiben wir somit die vektorwertige elektromagnetische Welle als Summe zweier Basisvek-
toren, welche jedoch gegeniiber der vor dem 1. Polarisator gewéhlten Basis gedreht ist. Von den Kompo-
nenten in x’ und y’-Richtung ist nach dem 2. Polarisator die Komponente in y’-Richtung ausgeloscht,

=>E,=FE,cospe, =(E|-ey)ey. (1.2.18)
Damit ergibt sich fiir das Verhiltnis der Intensitdten der Felder nach zu vor dem 2. Polarisator:

L |Ef _
= = le, - e,

2 2
= — |5 = . 1.2.19
I TIEP =cose (1219

Quantenmechanisches Bild

Im Teilchenbild ordnen wir dem Photon nach dessen Durchgang durch den x-Polarisator den normierten
Zustandsvektor

. E,
E = = e, (1.2.20)
|Ex|
——
=A,
zu. Dieser kann beziiglich der (e, e,/)-Basis zerlegt werden:
E| = Ave, + Ayey, (1.2.21)
wobei die jeweiligen Koeffizienten durch
Ay =E;-e, und A, =E ey, (1.2.22)
gegeben sind. Aus der Normierung des Vektors E; folgt in der neuen Basis, dass
AN + AP = 1. (1.2.23)

Beziiglich der neuen Basis sagen wir:

Das Photon El ist in Superposition von Ayey und Ay e, .

Mathematisch bedeutet diese Superposition also die in der Vektorrechnung iibliche Darstellung eines
Vektors als Summe von Vektoren, die dem betreffenden Vektorraum angehoren. Jegliche zwei Vektoren
Ayey und Ay e, konnen wie iiblich addiert werden.

Physikalisch ist die Aussage, dass sich das Photon in einer Superposition von A e, und A, e, befindet,
so zu deuten, dass sich das Photon mit der Wahrscheinlichkeit | A, |* so verhilt wie ein x’-polarisiertes
Photon und mit der Wahrscheinlichkeit |A, > wie ein y'-polarisiertes Photon. Das heif3t, die Wahrschein-

10
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lichkeit, dass sich das in diesem Superpositionszustand befindliche Photon durch den zweiten, also x’-
Polarisator durchgelassen wird, ist
Py = AN (1.2.24)

Wichtig ist hierbei, dass sich jedes einzelne Photon nach dem x-Polarisator im Zustand E, = Ae, =
Avey +Ayey, befindet. Die Zustinde einzelner Photonen kdnnen demnach Superpositionen verschiede-
ner Vektoren sein.

1.3. Der Raum der quantenmechanischen Zustande

In der Quantenmechanik werden alle physikalisch relevanten Eigenschaften eines Systems durch seinen
Zustand beschrieben. Als Beispiel hierfiir haben wir den Polarisationszustand des Photons kennengelernt.
Wir fiihren folgende Dirac-Notation ein:

Zustand © |a) . (1.3.25)

Nach Dirac bezeichnet man einen solchen Zustand |« ) als “ket”.

Zentrale empirisch untermauerte Einsicht:
Es sei ein Zustand |y ) gegeben. Dann existieren stets zwei oder mehrere physikalische Zusténde |a ),
[B),...,sodass das System als gleichsam in Superposition dieser Zustinde aufgefasst werden kann,

ly)=la)+IB)+.... (1.3.26)

Diese Tatsache bezeichnet man als Superpositionsprinzip (Uberlagerungsprinzip). Um dieses Prinzip zu
verdeutlichen, schreiben wir die Superposition der Photon-Felder aus dem zuvor besprochenen Polarisa-
tionsexperiment mittels dieser neuen Notation als:

E.ex = Eccos¢ ey +(—E,sing) e, . (1.3.27)
ly) la) 18)

Am Beispiel des Polarisationsexperimentes hatten wir gesehen, dass die Aussage |y ) = |a ) +|5) bedeu-
tet, dass das Photon sich mit einer gewissen Wahrscheinlichkeit wie ein Teilchen im Zustand | @ ) und mit
einer anderen Wahrscheinlichkeit wie ein Teilchen im Zustand |8 ) verhilt. Diese Eigenschaften werden
wir im Folgenden noch prizisieren.

Die Anwendung dieses aus der Mechanik der Wellen bzw. aus der Mathematik, insbesondere der Li-
nearen Algebra, vertrauten Prinzips auf alle Zustinde der Quantenmechanik liefert das Fundament der
Quantentheorie. Wichtig: Das Superpositionsprinzip gilt bereits fiir einzelne Teilchen (Photonen, Elektro-
nen, etc.).

Anhand unserer bisherigen Betrachtungen stellen wir fest:

e Fiir die Beschreibung der Polarisation der Photonen hatten wir allgemein E, € C gewihlt, um
zirkulare Polarisation leichter definieren zu kdnnen, fiir welche z.B. E;,O) = J_riE;O) gilt.

o Lediglich das Verhdltnis der Intensitdten und somit das von E, cos ¢ und E| sin ¢ spielt eine Rolle
fiir den Anteil der transmittierten Photonen. Das Verhiltnis der Amplitudenquadrate und damit

11
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die Wahrscheinlichkeiten sind invariant unter einer simultanen Multiplikation der Amplituden mit
einer Phase, A; — A, explig}, i = x,y.

Wir folgern daraus: Man kann einen Zustand |y ) mit z € C, |z| = 1, multiplizieren, so dass |y ) und z|y)

physikalisch dquivalent sind.

1.3.1. Der Zustandsraum als komplexer Vektorraum

Wir stellen uns nun die Aufgabe, eine mathematische Struktur fiir die quantenmechanischen Zustinde zu
identifizieren, welche

o die Superposition von Zustidnden sowie
e deren Multiplikation mit z € C

erlaubt. Die gesuchte Struktur ist die eines komplexen Vektorraums.

Definition 1.1. Ein komplexer Vektorraum (C-VR) ist eine Menge V von Objekten — genannt Vektoren |a) € V
—, welche zusammen mit den Operationen

+: VXV >V (Vektoraddition) und -1 CxXV >V (Skalarmultiplikation) (1.3.28)

eine abelsche Gruppe mit Nullelement bzgl. der Addition bildet, die durch die Skalarmultiplikation iiber dem
Korper C der komplexen Zahlen die folgenden Eigenschaften erfiillt:
+’ - VYla),|ByeVist|a)+|B)eV (Vollstindigkeit),
- Vla),|pyeVist|la)y+|B)=I|8)+|a) (abelsch),
= Vi), |B).lyyeVist(la)+1B8) +1y)=la)+(B)+|y)) (assoziativ),
- dlo)eV:V|a)eV:|a)+|@)=|a) (Neutrales Element),
- ViayeVaA(-la)) eV :|a)y+(—|a)) =|2) (Inverses Element),
© - VYceCund|a)eVistcla)eV,
- VYlayeVistl|a)=|a) (firEinselement des Korpers),
- Ve,deCund|a)eVist(c-d)|a)=c-(d|a)) (assoziativ),

- Ve, deCund|a),|B)yeVistc(a)+|B)) =cla)+c|B)
und (c +d)|a) =cla)+d|a) (Distributivgesetze).

‘

Mittels dieser Eigenschaften ist es nun leicht zu zeigen, dass 0| @ ) = | @ ). Beweis: Ubungen.

Wir fassen unsere bisher gewonnenen Einsichten zusammen im

QM Postulat 1 (vorliufige Fassung)

Der quantenmechanische Zustand ist ein Vektor (genauer: ein Strahl) in einem C-VR.

Hierzu wollen wir noch folgende Anmerkungen machen:

o Eine weitergehende Begriindung, warum der Vektorraum iiber C statt iiber R zu betrachten ist, wer-
den wir nach Einfithrung der Zeitentwicklung eines Zustands geben. Wir sehen jedoch schon an

12
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dieser Stelle, dass in der Quantenmechanik der Korper der komplexen Zahlen physikalisch signifi-
kant ist.

e Der Zustand | @) ist der Nullvektor des VRs, er ist nicht mit dem “Vakuum”, etwa dem Grund-
zustand des harmonischen Oszillators oder dem Fockraum-Zustand ohne “Teilchen” oder sonstige
Anregungen in einer Quantenfeldtheorie zu verwechseln. Wihrend letzterer auf Eins normiert ist,
ist die Norm, d.h. die “Lénge” des Nullvektors gleich Null.

e Der Zustandsraum in der Quantenmechanik ist im allgemeinen ein (unendlich-dimensionaler) Hil-
bertraum. Hierauf werden wir fiir die endgiiltige Fassung des Postulats 1 zuriickkommen.

Das Superpositionsprinzip besagt demnach:
Sei{|a;)},i=1,...,keine Menge von Zustinden. Dann ist |y ) = 3 ; ¢;| @; ) ebenfalls ein physikalischer
Zustand, dessen Eigenschaften wir noch bestimmen werden.

Wir stellen nun die Frage nach den Bedingungen an die Menge {| @; )}, so dass jeder Zustand |y ) mittels
ihrer darstellbar ist. Wir erinnern uns dazu an die lineare Unabhdngigkeit von Vektoren sowie an das
Konzept einer Basis eines Vektorraums.’

Definition 1.2. Die Menge der Vektoren {|a ), . ..,| ax )} heifst linear unabhdngig genau dann, wenn die Glei-
chung ci|ay ) + ...+ c|lag) = | D) nur die triviale Losung ¢, = ¢, = -+ = ¢, = 0 besitzt. Andernfalls heifit
die Menge der Vektoren linear abhdingig.

Definition 1.3. Die Dimension eines VRs ist die grofite Anzahl linear unabhingiger Vektoren.

Definition 1.4. Die Menge der Vektoren {| @, ) ,...,|a )} heifit Basis genau dann, wenn
o {|ay)...|ay)} linear unabhiingig sind und

e V]|y)eV:3c eC, i=1,...,k}:|y)=Zc,—|a',-).

Eine Basis ist also die kleinste Menge von Vektoren | a; ), so dass jeder Vektor eindeutig durch eine Superposi-
tion von Vektoren c; | a; ) erreicht werden kann.

Als Ubung beweise man mit Hilfe dieser Definitionen den

Hilfssatz 1.1. In einer linear abhingigen Menge kann einer der Vektoren als Linearkombination der anderen
ausgedriickt werden.

Als Beispiel betrachten wir nochmals die Polarisation des Photons und schreiben die bereits eingefiihrte
Basis als
e, =|x), ey:|y> . (1.3.29)

Jeder Polarisationszustand kann damit als
|E>=|E|‘1|E>=3{x|x)+f(y|y) (1.3.30)

geschrieben werden, wobei eine Renormierung, |[E) — ¢ - |E), d.h. Multiplikation des Vektors mit ei-
ner (komplexen) Konstante ¢ lediglich die Norm #ndert und damit die “Linge” des Vektors. Definiert
man die Wahrscheinlichkeiten als P; = |E;|*>/ 3, |Eil%, so hat die Normierung keinerlei Einfluf} auf diese
Wahrscheinlichkeiten und damit auf das MeBergebnis, d.h. ¢ - |E) = |E); die Normierung erlaubt die

9Fiir Elemente der Linearen Algebra siehe z.B. M. Koecher, Lineare Algebra und analytische Geometrie [5].
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1. Grundlagen der Quantenmechanik

Wahrscheinlichkeiten aber kurz als Betragsquadrate der Amplituden A; auszudriicken, siehe Gl. (1.2.12)

Bemerkung: Der quantenmechanische Zustandsraum ist i.allg. unendlich-dimensional. Das wird noch
genauer behandelt werden. Im Augenblick betrachten wir lediglich Zusténde in einem endlich-dimensio-
nalen VR, wie dem zweidimensionalen Raum der Polarisationszustinde eines Photons, mit vollstindiger
Basis |x),|y).

Wie lauten nun die Amplituden A, und A, fiir ein Photon, ausgedriickt in E, und E,?

Zur Erinnerung: Die Energiedichte einer ebenen elektromagnetischen Welle in z-Richtung hatten wir in
(1.2.8) bestimmt. Rdumliche Integration iiber ein Vielfaches der Wellenldnge des Photons liefert die totale
Energie

1%
E(t) = f &rer, 1) = — [[EOP + |EOP]. (1.3.31)
8r Y

Fiir ein Photon der Frequenz w kann man & = fiw ansetzen, womit 1 = [V/ (87rha))](|Efco)|2 + IEEO)IZ)
folgt. Hieraus lassen sich die Amplituden

\%
A= +—EY, i=xy, (1.3.32)
8nhiw

des auf Eins normierten Zustandsvektors eines Photons ablesen.!?

1.3.2. Skalarprodukt, Norm und dualer Vektorraum

Erinnern wir uns an Gleichung (1.2.17), der wir entnehmen, dass das Skalarprodukt die Koeffizienten
in einer Zerlegung in eine Basis liefert. In der Tat hat das Skalarprodukt eine grof3e Bedeutung fiir die
Quantenmechanik, weshalb wir es zunichst mathematisch etwas genauer beleuchten wollen.

10Hjer sehen wir auch bereits, dass eine ebene Welle eines Photons fester Wellenzahl und Frequenz im unendlichen Raum einer
lokal verschwindenden elektrischen Feldstérke entspricht, da ein normierbarer Vektor erfordert, dass alle Komponenten mindestens
wie E;O) ~ V=12 fiir V - o skalieren. Bevor wir dieses Problem auflosen, nehmen wir hier ein endliches Volumen an.
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1.3. Der Raum der quantenmechanischen Zustinde

Definition 1.5. Sei V ein komplexer VR. Dann ist ein Skalarprodukt (SP) eine positiv-definite, hermitesche,
sesquilineare Abbildung (lat: sesqui = anderthalb):

SP:la),|B)— (a),1)eC Yia),IB), (1.3.33)
fiir welche gilt, dass

Yia),1B).ly). cceC:la),cilf)+caly) =cla),|B) +c(la).[y))
(Ia),18) =0UB),la)),

(la),la)) 20,

(la).la)=0e]a)=0.

Die Abbildung ist sesquilinear, da sie wie oben definiert linear in der zweiten Variable, |8 ), ist, aber nur
semilinear (“fast” linear) in der ersten, denn aus den obigen Eigenschaften folgt, dass

(cila)+c2|B).ly) = cila).ly N +(1B).[¥). (1.3.34)

Definition 1.6. Ein komplexer Vektorraum mit Skalarprodukt heif3t unitdr.

In den Ubungen beweisen wir als wichtige Konsequenz der Eigenschaften des Skalarprodukts die

Schwarzsche Ungleichung

lda), IBNE < (a),laNB),18)). (1.3.35)

Das Konzept des Skalarproduktes erlaubt es, den Uberlapp zweier Vektoren — also auch zweier quanten-
mechanischer Zustinde — zu quantifizieren.

Definition 1.7. Zwei Vektoren heif3en orthogonal, wenn ((a),|B)) = 0.
Eine Basis {| a; )} heifst Orthogonalbasis, wenn sie (|a; ) ,|a;)) = 0 fiir i # j erfiillt.

k
Sei nun eine Orthogonalbasis gegeben und |y ) = Y ¢;|@; ). Dann folgt:
i=1

k k
(a;jd,lyH= (I%%Zcilai)) = Zci(laﬁ,lai)) =cj(la;),la;)), (1.3.36)
i=1 i=1
woraus wiederum
_ (ap.ly)

= — 1.3.37
= Qana) (13.37)

folgt. (), |«;)) bezeichnet die Linge des Vektors | ;) . Dies fiihrt uns zum Begriff der Norm.
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1. Grundlagen der Quantenmechanik

Definition 1.8. Eine Norm ist eine Abbildung
-1:vV-R,
so dass
e VieyeV:llle)lz0  und  |lle)l=0e|a)=12)
o Via)eV.ceC:licla)l =lclllla)ll
o Vo). IB)yeV:illa)y+IB) I <lla) I+ 1B

Ein VR mit einer Norm heif3t normiert.
Hilfssatz 1.2. In einem unitiren VR induziert das Skalarprodukt eine Norm:

)l == v(a).la)). (1.3.38)

Wir werden in den Ubungen darauf zuriickkommen und u.a. zeigen, dass auch die Norm ein Skalarprodukt
induziert. Fiir gegebenes |« ) ist |&) = | )/||| @) || auf eins normiert.

Definition 1.9. Eine Orthonormalbasis (ONB) ist eine Orthogonalbasis, deren Elemente normiert sind,

ONB = {|a;) | (lai),la;))=0}. (1.3.39)

Fiir eine solche ONB {| @; )} gilt

ly)y= > cilary = = (ai). 1y, (1.3.40)

1

im Einklang mit dem Beispiel der Komponenten verschiedener Polarisation des elektrischen Feldes
(1.2.17).

In quantenmechanischen Anwendungen benotigen wir schlielich das wichtige Konzept des dualen Vek-
torraums, definiert tiber die linearen Abbildungen von V in den zugrundeliegenden Korper, hier C.

Definition 1.10. Eine Funktion f : V — C ist linear, wenn Y |a),|B) €V, a,b € C: f(ala)+b|B)) =
af(la)) +bf(B)).

Offensichtlich ist fiir jedes Paar fi, f, linearer Funktionen auf V die Funktion f = Af; + uf;, mit 4, u € C,
ebenfalls linear auf V. Daraus folgt sofort, dass die Funktionen f : V — C einen VR bilden:

Definition 1.11. Der zu V duale Vektorraum V* ist der Vektorraum der linearen Funktionen f : V — C.

Falls der VR ein Skalarprodukt besitzt, stellt dieses eine Abbildung zwischen Elementen aus V* und V
her:
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1.3. Der Raum der quantenmechanischen Zustinde

Fiir eine Element |« ) € V definieren wir die Funktion

fiey : V=C: fiy(UB) =(a),18)). (1.3.41)
Wir stellen fest :
far eV Slay. (1.3.42)

Beachte dabei, dass aus (1.3.34) und (1.3.41) folgt, dass f;jo) = c* fio). Wir fithren die folgende, wichtige
Notation ein,

fiay =(al, (1.3.43)

und nennen diesen dualen Vektor “bra”. Wir schreiben weiterhin

Jiy(UB) =(a|B) =(a).IB), (1.3.44)

als “bra-ket” (“bracket”). Manchmal verwendet man auch die Notation

(al=(a)) = (a|c" =(cla))’ fir ceC. (1.3.45)

Merke:

e |a) ist als Spaltenvektor aufzufassen;

(la))" = (| entspricht dann dem zugehérigen Zeilenvektor mit komplex konjugierten Eintri-
gen;

o fiir orthogonale Vektoren ist (e |5) = 0;

e cine Orthogonalbasis ist {|a; ) [{a;|a;) = 0,i # j};

e die ‘Linge’ eines Vektors | a; ) ist gleich ( a; | a; );
e die Orthogonalbasis-Zerlegung lautet

k

|)’>:ZCi|ai>, = Ci

i=1

_ faily)
(aila;)’

(1.3.46)

o || [v)]l:= V({a|a) istdie Norm des Vektors |a );

e cine Orthonormalbasis (ONB) ist definiert als {|a; ) [{ ;| @; ) = 6;;}.
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1. Grundlagen der Quantenmechanik

1.4. Lineare Operatoren & Observable

Bislang haben wir den Zustand eines Systems durch einen ket-Vektor |y ) € V dargestellt, wobei V ein
unitdrer VR ist, dessen Skalarprodukt es erleichtert, die Entwicklung eines Zustands, etwa in eine Or-
thonormalbasis, zu bestimmen. Wir wenden uns nun den physikalischen Eigenschaften von |y ) zu. Die
Quantenmechanik macht Vorhersagen iiber das Ergebnis von Messungen. Die entsprechenden Messgro-
Pen heiflen Observable, z.B. Ort, Impuls, Drehimpuls etc.

Wir gehen heuristisch vor am Beispiel des Polarisationsexperiments, in dem wir den Zustand als | ) =
Al x) + A, |y) geschrieben hatten. Betrachte als Beispiele die Polarisationszustinde

|R)=%(|x)+i|y>), |L>=%(|x>—i|y>). (1.4.47)

Der Vergleich mit dem in Kapitel 1.2.1 beschriebenen klassischen Wellenvektor (1.2.4) zeigt:

| R ) < Photon eines rechtszirkular polarisierten Strahls,

| L) <> Photon eines linkszirkular polarisierten Strahls.

Betrachten wir wieder Experiment 2:
In der (x',y") Basis, welche durch die Polarisation des 2. Filters festgelegt ist, gilt

( Ay ):( (X' |y ):( (X' [x)y (x'1y) )( (x|y) )
Ay ') lxy Yy (yly)

_( cos¢ sing )( Ay )
"\ —sing cos¢ A, (1.4.48)
:[cosgb((l) (1))+isin¢((i) E)i )](gx),
s
=:R(¢)

d.h., die Amplituden beziiglich der (x’, y") Basis gehen aus denen in der (x, y) Basis durch eine Rotations-
matrix hervor, welche sich wie folgt schreiben 146t,

= R(¢p) =1rcosp+iSsing, mit$ =( (]) Bi ) (1.4.49)

Auf den zweiten Blick erkennen wir hier:

- - ()

sind zwei Eigenvektoren der Matrix S zu den Eigenwerten A = 1, 4, = —1, denn

S|R)=1IR), SIL)=-|L).
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1.4. Lineare Operatoren & Observable

Damit vereinfacht sich in dieser Basis die Drehung aufgrund des 2. Polarisators zu
R(#)IR) = (cos¢ +ising)|R) = ¢’ |R)
R(@)|L) = (cos¢ —ising)|L) =e *|L).

Nach dem um ¢ gegeniiber dem x-Polfilter verdrehten x’-Polfilter ist der Phasenwinkel des rechts/links-zirkular
polarisierten Photons um ag;;, = +¢ verdreht.

Was bedeuten S und dessen Eigenbasis {|R), | L)} zu Eigenwerten Ag,;,? Eine Antwort auf diese Frage
ergibt sich aus einer ndheren Betrachtung der Drehimpulseigenschaften einer klassischen elektromagne-
tischen Welle:

Drehimpuls des e.-m. Feldes eines Photons: '
Aus dem Poynting-Vektor (1.2.9) leiten wir einen Ausdruck fiir den Drehimpuls des Feldes ab,

L:Lfd%rx(ExB):ifd%rx[Ex(VxA)], (1.4.50)
4drc 4nc

wobei wir von einer ebenen Welle im Vakuum ausgehen, so dass V - E = 0 und die Felder durch das Vektorpo-
tential ausgedriickt werden konnen als
1 0A
E=——F—, B=VxA. (1.4.51)
c ot
Wir wenden a X (b X ¢) = b(ac) — c(ab), integrieren den zweiten sich daraus ergebenden Term in L partiell und
erhalten

- 4mc

L &r {E x A + Z E;(r x V)A,} (1.4.52)

Der erste Term wird zuweilen als der Spin des Photons, der zweite als sein Bahndrehimpuls bezeichnet, wegen
des Drehimpulsoperators 1 = —i(r x V).!?Die z-Komponente lautet also

1
= 1 &r {EXAv ~EA, + Z Ei(r x V)ZA,} (1.4.53)
Fiir die sich in z-Richtung ausbreitende ebene Welle (1.2.4) kann man das Vektorpotential laut (1.4.51) schreiben
als
A, 1) = £ {E;O) sin(kz — wt + a,)e, + EY sin(kz —wt+ av)ev} . (1.4.54)
w )€

105, auch Baym, Lectures on Quantum Mechanics (CRC Press, 2019) [6].
Vorsicht! Die nachfolgende Rechnung stellt keine Herleitung qm. Resultate aus der klassischen Elektrodynamik dar!
10Sjehe z.B. J. D. Jackson, Electrodynamics, Aufgabe 7.271t. [7].
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1. Grundlagen der Quantenmechanik

Der Spin-Term vereinfacht sich damit zu

) 1 Vv
S| 3 . .
L = —EVE f &*rsin(ay — ay) = o EVEY sin(ay — ). (1.4.55)
Da E und B in der x-y-Ebene liegen und A nur in z-Richtung variiert, kann der Bahndrehimpulsterm wegen
(r x V).,A = 0 keine z-Komponente haben. Der Bahndrehimpuls muf} also von Verformungen von A am Rand
eines Wellenpakets ‘gespeist’ sein. In Zylinderkoordinaten, r = (r cos ¢, 7 sin ¢, z)7, erhilt man

(rxV),=—sinpd,r+cosegd,. (1.4.56)

Der Bahndrehimpulsterm mittelt sich daher bei der Intregration iiber ¢ in f &r= f rdrdz dy heraus, es sei denn
das Feld A besitzt Vortexstruktur, z.B. A ~ exp{ig}, wie sie mit speziellen Lasern zu erzeugen moglich, fiir die
ebene Welle (1.2.4) jedoch nicht der Fall ist.

Insgesamt bleibt dann der Spin-Term (1.4.55), welcher sich weiter umformen 143t gemaf

' 1% o o
Spin _ Y 42(0) (0) [ aiay p-iex _ —iay gl
L = 87rin“' Ej [e e e e ]
= v EE, - E.E
- 87ricu[ \E, - E.E] (1.4.57)
_V ||Ec—iE, [ |E.+iE,[
8w V2 2 ’

Ersetzen wir letztlich die Felder durch die Amplituden, s. Gl. (1.3.32), so ergibt sich fiir die z-Komponente
des Drehimpulses eines Photons:

Lon 'ﬂx—iﬂy2_|ﬂx+iﬂy 2} (14.58)
Wir schreiben jetzt | ) inder {|R ), | L )}-Basis:
) =1R)(RIY)+[L)(LIyY) (1.4.59)
und finden mit (1.4.47):
<R|w>=%(m—i<y|)(ﬂx|x>+ﬂy|y>)
1 . A 1 .
=—(1 - Y= —(A, -1A,)) = A, 1.4.60
\5( 1)( Ay ) \/E( 1 y) R ( )
1 . Ay 1 . _
<L|¢/>:@( 1 i )( a )—%(ﬂx+1ﬂy)=ﬂb (1.4.61)
Damit erhalten wir
L= h[{WIRXRIY) = (wILXLIY)] (1.4.62)

als Drehimpuls des Photons in z-Richtung. Letztlich beobachten wir noch, dass

S1)=SIR)(RIY)+S|L)CLIY) =|R)(RIY)—IL)(LIY), (1.4.63)
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1.4. Lineare Operatoren & Observable

und daraus

(WIS 1w) = [(WIR)(RI+(WIL)LI|S|y)
= (WIRXRIY) = (WILXLIY),

wobei wir die Normierung (R|R) = 1 = ( L| L) und Orthogonalitit ( R| L) = 0 verwenden. D.h.,

(1.4.64)

L=n{y|Sly)=n(S)
(§) ist der Erwartungswert von S beziiglich |y ).

Wir beobachten weiter, dass fiir die Spezialfille rechts- bzw. links-polarisierter Photonen gilt:

ly)=IRy= L. =h
lW)=ILy= L. =—h

und damit, dass

_ S| 1
— =3 (|2 + AP £ 2 Im(ALA) | = 3 [1 £ 2A0A, | sin (o - )] -
Fiir ein einlaufendes Photon mit |A,| = |A,| = 1/ V2 und Phasen a, @, gilt somit, dass

|~ﬂR/L|2 = % [1 =+ sin(ay - (Ix)] s

d.h., je nach Phasendifferenz @, — «, der Amplituden variiert die rechts- (links-)zirkulare Polarisationswahr-
scheinlichkeit des Photons zwischen O und 1.

Wir fassen zusammen:
e Das Photon hat mit Wahrscheinlichkeit 0 < [Ag/.|* < 1, |AL* = 1 — |Ag[*, den Spin L, = +F.
e Viele Photonen haben im Mittel den Drehimpuls L. = (4S) = A|\Ag|> — B AL = h sin(ay - ax).

Der Drehimpuls (Spin) L, des Photons in der ebenen Welle ist also durch die Wahrscheinlichkeitsampli-
tuden Ag und A; bestimmt.

Ganz allgemein gilt in der QM:

o Messgroflen entsprechen lineare Operatoren O, wie etwa S, welche z.B. durch Matrizen darge-
stellt werden konnen (fiir endlichdim. VRe, dim(V) < o).

e Das Spektrum der Eigenwerte von O liefert die moglichen Messwerte ( = Photonen: nur 2
diskrete Drehimpulse +7).

¢ Die Finzelmessung ergibt mit Wahrscheinlichkeit [{ A4; | ¢ Y? den Messwert A;.

e Die QM kann definitive Vorhersagen fiir ein System im Zustand | ) nur tiber Mittelwerte
(Y |O|¢ ) aus vielen Einzelmessungen machen.

Um dies zu formalisieren, miissen wir die mathematischen Eigenschaften von “Matrizen”, d.h. Operato-
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1. Grundlagen der Quantenmechanik

ren auf dem VR, verstehen. Dies wird uns erlauben, die Darstellung von Observablen durch geeignete
solcher Operatoren zu erraten und zu einem allgemeinen Postulat der QM zu erheben.

1.4.1. Die Algebra der Linearen Operatoren

Definition 1.12. FEin linearer Operator ist eine Abbildung
O0:V->V sodass  Oala)+b|g))=aOla)+bO|B). (1.4.65)
Beachte, dass ein linearer Operator O : V — V ebenfalls auf dem dualen VR V* wirkt:
O0:V' >V, (a|l-(al0, (1.4.66)
was definiert ist durch

((al0)1p):=(al(018)) = <(alOIB)=(al(01B))=((al0)IB). (1.4.67)

Ein linearer Operator ist spezifiziert durch seine Wirkung auf einer Basis:
. N
Seifle;), i=1,...,N}eine ONB. Dannist| f;) = Ole;) = 3, Oy |ex), so dass die Matrixelemente O j;
k=1
gegeben sind als

Oji=<€j|ZOki|€k>=<ej|0|€i>- (1.4.68)
x

Dies fiihrt uns zu der Identifikation

. N Basisdarstellung . .
linearer Operator 0 «——————  quadratische Matrix O};. (1.4.69)

Als wichtiges Beispiel sehen wir, dass V|a ), |8) € V der Operator Oaﬁ = |a ) (] ein linearer Operator
ist:

Ouplyy = (12)(B1)1y) = 1) ((Bly)) =1a)(Bly). (1.4.70)
Zur Erinnerung:
a a1 a1ps
O =| @ |15 ) = P afy - (1.4.71)
= &uBeres (Tensor-)Produkt eines Spalten- mit einem Zeilenvektor. (1.4.72)
Wir nutzen dies, um den Identititsoperator 1 darzustellen. Sei{|e; ), i = 1,..., N} eine Orthonormalbasis:
N N N
VigyeVila)= Y aile)= ) le)((ala)) = ) le)(ela). (14.73)
i=1

i=1 i=1
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1.4. Lineare Operatoren & Observable

N
1= Zlei)(eil (Vollstiandigkeitsrelation) falls {le;),i=1,...,N} ONBist.
i=1

(1.4.74)

N
Insbesondere gilt damit natiirlich |a ) = 1a = Z le;Y(e;|a).

i=1

Wir werden die obige Darstellung des Identititsoperators an diversen Stellen einfiigen, um abstrakte Zu-
sammenhénge in einer bestimmten Basis auszudriicken. So fiihrt uns etwa die Manipulation

N N N
0=101= [Z|e_,><e_,~| 0o [Z|ek><ek|) = Dlleiy(Ces10Tex))Cexl (1.4.75)
=1 k=1 k=1
zur Matrixdarstellung eines linearen Operators,
N
0=>"1e))Oplerl. (1.4.76)
k=1

Beleuchten wir nun die mathematische Struktur der Operatoren etwas genauer:

Definition 1.13. Eine Operatoralgebra A = {A, B, .. .} iiber einem Korper K, oder K-Algebra, ist eine Menge
von Abbildungen zwischen zwei fixierten Vektorrdumen, A : V — V', mit den Verkniipfungen (+, -) sowie einer
Skalarmultiplikation. (A, +) ist eine abelsche Gruppe unter der Addition, mit den Eigenschaften:

(+) e A+B=B+A (kommutativ, d.h. abelsch)
e A+(B+CO)=A+B)+C (assoziativ)
e A+0=A, wobeiO|la)=|2) ¥Yl|a) (3 neutrales Element)
o A+ (-A) =0 (3 inverses Element)

Hier betrachten wir Algebren iiber den komplexen Zahlen, K = C, und fiir das inverse Element wurde bereits
benutzt, dass die Skalarmultiplikation mit einer Zahl c € C eingeschlossen ist. Aufgrund der Skalarmultiplika-
tion und der Addition ist A auch ein C-Vektorraum.

Die Hintereinanderausfiihrung zweier linearer Operatoren ergibt wieder einen linearen Operator, gegeben
durch das Produkt der Operatoren, “"": A X A — A. In der Quantenmechanik betrachten wir in der Regel
assoziative unitdre Algebren, welche unter der Operatormultiplikation die Eigenschaften

(-)e A

B+C)=A-B+A-C,(A+B)-C=A-C+B-C (Distributivgesetze),
A -B)-C  (Assoziativitit),

e MA-B)=A)-B=A-(AB) (Assoziativitit bzgl. der Skalarmultiplikation),
1-A=A (Existenz der Eins).

fiir A,B,C € A, A € C besitzen.
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1. Grundlagen der Quantenmechanik

Bemerkungen: Ein Inverses, A~' : A~' - A = 1 existiert nicht notwendigerweise (Beispiel: Projekti-
onsoperator). Dennoch sind invertierbare Operatoren von grofler Bedeutung, wie wir im Rahmen der
Zeitentwicklung lernen werden.

Ebenso ist nicht automatisch eine Norm || - || der Operatoren definiert. Nach Definition und Hinzunah-
me einer solchen Norm sowie einer Ungleichung A - Bl < ||A]|11B|| wird die Operatoralgebra zu einer
Banachalgebra. Dariiberhinaus wird eine solche normierte Operatoralgebra durch Hinzunahme der im
folgenden Abschnitt definierten adjungierten Operatoren zur sog. C*-Algebra. C*-Algebren spielen heute
eine wichtige Rolle in der mathematischen Beschreibung der Quantenmechanik.

Wichtig ist dariiberhinaus: Im allgemeinen kommutiert die Operator-Multiplikation nicht!

~

A-B+B-A. (1.4.77)

Definition 1.14. Wir bezeichnen
[A,Bl=A-B-B-A (1.4.78)

als den Kommutator von A und B.

(Im folgenden lassen wir den Punkt “-”” bei der Operatormultiplikation der Einfachheit halber weg.)
Wie man durch Ausmultiplizieren leicht nachweist, erfiillt der Kommutator die Jacobi-Identitiit

[A,[B,CN +[B,[C, AN+ [C,[A,B]1=0. (1.4.79)

1.4.2. Adjungierter Operator und Hermitezitat

Ein wesentliches Konzept ist das des adjungierten Operators:

Definition 1.15. Sei A : V — V gegeben, so ist A" : V. — V der zu A adjungierte Operator, so dass
Yia),|B)eV:

(A1), 18)) = (1), A18)) = (alAIB) . (1.4.80)

Hier verwendeten wir, dass wir jeweils auch schreiben kénnen
(AT1a).18)) = (<lA)18) = (alAIBY = (al(A18)) = (la),A18)). (1.4.81)
Es folgt, dass (a | A LN |@). AuBerdem erhalten wir aus

(BY,ATla) = AT a),IB) =(a),AIB)), (1.4.82)

dass

(BIAT|a)y=(alAIB)" . (1.4.83)
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1.4. Lineare Operatoren & Observable

In Matrixschreibweise bedeutet dies (vgl. Gl. (1.4.76)) bzgl. einer ONB {|¢;),i = 1,..., N}, dass

AT =Y le) el A e) (el = >l (el (AN e, (AN = A, (1.4.84)
Jrk Jik
Beweis:
(AN = (ejlA e ) = (ex] Alej) " = Ay (1.4.85)

In den Ubungen werden wir daraus folgende Identitiit beweisen:

Hilfssatz 1.3.
AB)f = BTAT. (1.4.86)
Definition 1.16. Ein linearer Operator heifit hermitesch, wenn

(alAIBy=(BlAla)  Vla),IB). (1.4.87)

Fiir endlich-dimensionale VRe impliziert dies, dass A = AT, d.h. der Operator ist selbstadjungiert. Selbst-
adjungiertheit, A = A', erfordert zusiitzlich zu Hermitezitit, dass auch die Definitionsbereiche von A
und AT iibereinstimmen miissen. Dies ist auf endlich-dimensionalen Vektorrdumen immer der Fall, stellt
fiir unendlich-dimensionale VRe aber eine nicht-triviale Einschriankung dar. Darauf kommen wir spiter
zuriick. Im Folgenden wollen wir die Bedeutung selbstadjungierter Operatoren anhand ihrer “guten” Ei-
genschaften bzgl. Diagonalisierung darlegen.

Definition 1.17. Ein linearer Operator A auf einem N-dimensionalen komplexen Vektorraum hat einen vom
Nullvektor verschiedenen Eigenvektor | 1) mit Eigenwert A, wenn

AlAy=2|2y, dh (A-2a1)|ay=0. (1.4.88)

Losungen dieser Gleichung existieren, wenn det(A - /l]l) = 0. Dies ist ein Polynom in A vom Grad N, welches
nach dem Fundamentalsatz der Algebra N Nullstellen hat, wobei nicht alle verschieden sein miissen.

Eine wichtige Eigenschaft hermitescher Operatoren ist zusammengefasst in dem

Hilfssatz 1.4. Die Eigenwerte eines hermiteschen Operators sind reell. Die Eigenvektoren zu unter-
schiedlichen Eigenwerten sind orthogonal.

Beweis: Der Eigenzustand | 1) des hermiteschen Operators A, A| 1) = 1| 1) sei normiert, (1| 1) = 1. Es
folgt

(i) Der Eigenwert A ist reell: * = (A|A| 1) = (A|AT|A) =(A]|A|A) =2
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1. Grundlagen der Quantenmechanik

(i) Weiterhin sei | ) ein weiterer Eigenzustand, A| () = p|p) mit Eigenwert g # A. Dann gilt

A ) o= Al AN = (ulA| Ay
() ((,UA| " =(ulAL) (1.4.89)
=(A|A ) =pla|p).

Das bedeutet, dass die nicht entarteten (d.h. u # A) Eigenzustinde orthogonal zueinander sind,
(Al =0.

Fiir selbstadjungierte Operatoren ist dariiberhinaus folgende Aussage von zentraler Wichtigkeit:

Hilfssatz 1.5. Die Eigenvektoren eines selbstadjungierten Operators formen eine Orthogonalbasis des Vektor-
raums.

Beweis: Sei dim(V) = N. Die Eigenwerte von A sind die Nullstellen des charakteristischen Polynoms
det(A - /l]l). Wenn

(i) alle Eigenwerte verschieden sind, dann 3A,,..., Ay mit |4y ),...,[Ay) : (4;|4;) = ;. Daraus
folgt sofort, dass {| 4; )} eine ONB ist.

(i1) Allgemeiner hat die charakteristische Gleichung det(fi - /lll) = Oeine Anzahl k Losungen 4,,..., A
mit Multiplizititen (= Entartungsgraden) d(1,), . . ., d(4x), die sich zur Dimension des VR summie-
ren, Zf.‘zl d(4;) = N. Dann gilt (siehe Literatur zur linearen Algebra, z.B. [5]), dass jeder Eigenwert
A; seiner Vielfachheit d(4;) entsprechend viele linear unabhingige Eigenvektoren besitzt,

Ay = 414"y, mi=1,...,d0). (1.4.90)

Diese sind linear unabhingig und bilden eine ONB in dem von den {| /lE”f) ) } aufgespannten Unter-
raum. Innerhalb dieses Unterraums ist eine hermitesche Matrix diagonalisierbar. Dagegen ist eine
allgemeine komplexe Matrix lediglich in Jordan-Normalform [S] M; aus quadratischen Jordan-
Blocken J; zu bringen, mit dimJ; < d(4;),

A1 0
Ii 0 0 4 1 -0

My = , mit J; =] . , NE (1.4.91)
0 I o --- 0 A

(Wahlweise konnen die Eintrdge 1 auch auf der unteren Nebendiagonale stehen.) Aus dieser Jordan-
Normalform folgt direkt, dass in der zugehorigen Basis die Eigenvektoren zu den N Eigenwerten
kanonische Form annehmen.

Zusatzbemerkung: Jede normale Matrix ist diagonalisierbar, d.h. jede quadratische Matrix A € CV*V,
welche AAT = ATA erfiillt. Diese Klasse von Matrizen schlieBt die hermiteschen, AT = A, die anti-
hermiteschen, A" = —A, die unitiren, AT = A~! & ATA = 1 sowie weitere Matrizen ein, z.B. A = (i 71)
Speziell ldsst jede normale Matrix mit Hilfe einer unitdren Matrix diagonalisieren: Im nicht entarteten
Fall AU, UUT = 1 : UTAU = diag(4y,...,4Ayx). In der QM werden uns als Observable in aller Regel
lediglich normale Matrizen begegnen.

Allerdings werden neben Observablen z.B. auch Operatoren benétigt, welche Transformationen auf dem
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1.4. Lineare Operatoren & Observable
Zustandsraum bewirken, etwa P = (8 (l)) Offenbar ist dies kein normaler Operator. Ein weiteres Bei-

spiel sind Leiteroperatoren des harmonischen Oszillators, welche aa® —a'a = 1 erfiillen und eine zentrale
Rolle in der Quantenfeldtheorie einnehmen.

Wir verwenden nun die ONB des Vektorraums, der von den Eigenzustinden | /15"’) ) aufgespannt wird, um

den Operator A darzustellen. Insbesondere gilt (der Einfachheit halber, 0.B.d.A., fiir den nicht entarteten
Fall):

N
A= 10)aA). (1.4.92)
i=1

Begriindung: A ist durch seine Wirkung auf eine Basis eindeutig bestimmt. Wihle die normierte Eigen-
basis {| 4; ) }:
Al/b>=Z/ljlflj></lj|/1i>=/l;|/li>, (1.4.93)
J

worin im ersten Schritt der Einsoperator (1.4.74) (Vollstindigkeit) eingesetzt wurde. (1.4.92) folgt dann
daraus, dass Skalar A; und Vektor | 4;) kommutieren.

Beachte: Obwohl der Beweis nur fiir endlich-dimensionale Vektorrdaume skizziert wurde, gilt das Theo-
rem auch fiir unendlich-dimensionale Vektorrdume. Allerdings ist es hier entscheidend, dass der Operator
selbstadjungiert und nicht nur hermitesch ist, um die Existenz einer Eigenbasis zu garantieren.

Nun zuriick zur Physik. Im Polarisationsexperiment hatten wir festgestellt, dass

MessgroBe = Observable <> Operator S, = h( (1) 51 )

Die moglichen Messergebnisse (+7, —7) sind Eigenwerte von S .. Da diese Polarisationen reellen Zahlen
entsprechen sollten, ergibt sich daraus die Bedingung, dass die Eigenwerte der Operatoren, welche Ob-
servablen entsprechen, reell sein miissen. Nach Lemma 1.4 ist dies fiir den Operator S : = §. garantiert.
Es stellt sich heraus, dass es sinnvoll ist, diesen Sachverhalt zu einem allgemeinen Postulat zu erheben:

QM Postulat 2

Eine quantenmechanische Observable ist eine Messgrofie. Jeder Observablen ordnen wir einen
selbstadjungierten Operator A auf dem VR der Zustdnde zu. Die Eigenwerte von A stellen alle in der
Quantenmechanik moglichen Messwerte dar.

Beachte, dass wir hier, wie in der Literatur iiblich, fordern, dass die Observable einem selbstadjungier-
ten, und nicht nur einem hermiteschen Operator, entspreche. Inwieweit diese Bedingung in bestimmten
Situationen aufgeweicht werden kann, soll hier zunichst nicht weiter erortert werden.
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1. Grundlagen der Quantenmechanik
1.5. Messung und Projektion

1.5.1. Eigenbasis und Eigenwerte einer Observable

Am Beispiel der Photonenpolarisation, d.h. des Spin-Anteils des Drehimpulses in z-Richtung,
L. =Ry - KLIy)P|, (15.94)

sahen wir, dass im Mittel mit der Wahrscheinlichkeit [{ R [ )> (|( L|y )|?) der Wert 7 (—#) fiir den durch den
Operator L, = S beschriebenen Spin gemessen wird. Die Einzelmessung an einem Photon ergibt entweder
A ="hoder A = —-h,da|R)und |L) die Eigenzustinde von f,z sind.

Wir betrachten nun einen normierten Zustand |y ) und eine Observable A mit normierter Eigenbasis

{14},

|7>=Zci|/li>, ci = Aily), Z|Cz‘|2=1' (1.5.95)
Wir nehmen zunéchst an, dass die Eigenwerte nicht entartet seien.

Die prinzipiell moglichen Messwerte bei Messung der Observablen sind die Eigenwerte A;. Fiir das Pola-
risationsexperiment haben wir gesehen, vgl. (1.2.22) und (1.2.24), dass die Wahrscheinlichkeit, den Wert

A; zu messen, gegeben ist durch
P(A) = lcil* = KA ly)?  (Bornsche Regel). (1.5.96)

Insbesondere wird A; genau dann mit Sicherheit gemessen, P(4;) = 1, wenn |y ) = | 4;).

Wir stellen uns nun die Frage, in welchem Zustand das System nach der Messung ist. Beginnen wir mit
ly) = X;cild; ). Wenn wir unmittelbar nach der Messung eine weitere Messung vornehmen, sollte der-
selbe Wert mit Wahrscheinlichkeit 1 gemessen werden. Daraus folgt, dass das System nach der Messung
des Eigenwertes A; im Eigenzustand | 4; ) sein muss. Dies ist im Einklang mit der Beobachtung im Pola-
risationsexperiment. Wir verallgemeinern diese Uberlegungen zu

QM Postulat 3a

Sei A eine Observable mit nicht-entarteten Eigenwerten {1;} und normierter Eigenbasis {| 4; )}. Die
Messung der Observablen am normierten Zustand |y ) = 3 ¢;| 4;) ergibt A; mit Wahrscheinlichkeit
J

P() = lei* = KAl y)P. (1.5.97)

Nach Messung von A; befindet sich das System im Zustand | 4; ).

Bemerkung: Durch den Messvorgang “springt” der Zustandsvektor von |y ) — | 4; ). Dies wird als “Kol-
laps” oder Reduktion der Wellenfunktion bezeichnet. In der herkémmlichen (“Kopenhagenschen”) In-
terpretation der Quantenmechanik wird nicht weiter erklirt, wie oder warum dieser Kollaps geschieht.
Diese (offen gelassene) Frage wird als Messproblem bezeichnet. Am Ende der Vorlesung werden wir den
Messprozess genauer beleuchten und mogliche Interpretationen des Kollaps der Wellenfunktion kennen-
lernen. An dieser Stelle sei lediglich betont, dass das Postulat 3a in exzellenter Ubereinstimmung mit
allen Experimenten steht und zumindest als effektive Beschreibung eines Messvorgangs Bestand hat.
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1.5. Messung und Projektion

Mathematisch ldsst sich der Kollaps der Wellenfunktion mithilfe eines Projektionsoperators beschreiben. Der
Zustand |y ) = ), ¢j| ;) und der Eigenzustand | 4; ) hiingen wie folgt zusammen:
J
[ Aily)
YY) =il Ay = 14y = Y (15.98)
Pi
Der Operator P; = | ;) (4;] erfiillt die Eigenschaften
Pi=P;. denn |A;) (140 A0= 14,41, (1.5.99)
=1
Pi=P;, demn (x|P;ly)=(x|4;}A;ly) =y X4;1x)" =(yIP;lx)" . (1.5.100)

Definition: Einen Operator mit diesen Eigenschaften nennt man Projektionsoperator. Ein Projektions-
operator hat die Eigenwerte O oder 1, denn

Play=21a) = PHOy=211)=P|a)=2]). (1.5.101)

Die Wahrscheinlichkeit, den nicht-entarteten Eigenwert A; zu messen, kann man nun mit Hilfe des Pro-

jektionsoperators P; schreiben als
P =(yIPilyy = (yIPHy) = IPiIv) I, (1.5.102)

und nach Messung des nicht-entarteten Eigenwertes A; kollabiert der Zustandsvektor gemal

3
)= Y ey -

. =i | 4)=|4). (1.5.103)
5 1Pyl

Im letzten Schritt schreiben wir =, weil die Ausdriicke auf beiden Seiten sich nur durch eine komplexe
Phase unterscheiden, welche fiir die Messwahrscheinlichkeit irrelevant ist.

Nun betrachten wir entartete Eigenwerte, d.h. die Observable A hat Eigenwerte 4y, . .., A; mit Entartungen
d(dy),...,d(A). Dann gibt es d(4;) linear unabhingige Eigenvektoren | /lga) Y,a=1,...,d(1;), welche wir
0.B.d.A. orthonormal zueinander wihlen konnen,

AADY = 4129y, </1§“)|,1§b’> = 61 Oap - (1.5.104)

Es stellt sich die Frage, in welchem Zustand |y ) nach der Messung von 4; ist. Dazu beriicksichtigen wir
die folgenden beiden Punkte:

e |y) liegt nach der Messung in dem Unterraum liegen, der von den | /lf“) ) aufgespannt wird.

o Die Messung des entarteten Eigenwerts A; zeichnet keinen der | /IE”) ) aus.
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1. Grundlagen der Quantenmechanik

Der Projektor, welcher auf den von den | /ll@ ) aufgespannten Unterraum projiziert, lautet:
d()
P, = Zuj“))ug‘% . (1.5.105)
a=1

Eine naheliegende Verallgemeinerung des Messaxioms fiir entartete Eigenwerte ist gegeben durch

Postulat 3b

Seien A eine Observable mit (degenerierten) Eigenwerten A; und If’,- der in (1.5.105) definierte Projek-
tionsoperator auf den Eigenraum zu Eigenwert ;. Die Wahrscheinlichkeit, den Wert A; bei Messung
an einem normierten Zustand |y ) zu messen, ist

P@) = (yIPily) . (1.5.106)
Bei der Messung kollabiert die Wellenfunktion gemif

Pily)

= . (1.5.107)
IPily ) I

ly)—

1.5.2. Kompatible und inkompatible Observable

Eine entscheidende Rolle spielt das Konzept der gleichzeitigen Messung mehrerer Observablen. Wegen
des Zusammenhangs zwischen Messergebnis und Eigenbasis ist folgende Eigenschaft von Bedeutung:

Hilfssatz 1.6. Seien A, B Observablen mit [A, B] = 0. Dann sind A und B gleichzeitig diagonalisierbar, d.h.
sie haben dieselben Eigenvektoren.

Beweis: Sei {|a; )} eine ONB von Eigenzustinden des hermiteschen Operators A. Wir nehmen zunichst
Nichtentartung an. Dann gilt:
ABla;y=BAl|a;)=a;Bla;) . (1.5.108)

Daraus folgt, dass B|a; ) der (eindeutige) Eigenvektor von A mit Eigenwert g, ist. Das wiederum bedeutet,
dass B|a;) = b;| a; ) fiir ein bestimmtes b;, den zu bestimmenden Eigenwert von B zum (gemeinsamen)
Eigenzustand | a; ).

Wenn q; entartet ist, dann liegt Bla;) im zu g; gehorigen Unterraum von Eigenzustinden von A. Wir
konnen den hermiteschen Operator B auf diesem Unterraum diagonalisieren und erhalten eine ONB von
Eigenzusténden | a;, b; ) von B zu den (nicht notwendigerweise entarteten) Eigenwerten b;.

Definition 1.18. Zwei Observable A und B heifien kompatibel, wenn [A, B] = 0, sie heiffen inkompatibel, wenn
(4, B] # 0.
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Die physikalische Bedeutung von kompatiblen Observablen besteht darin, dass sie, wie im folgenden
weiter ausgefiihrt wird, gleichzeitig messbar sind.

(i) Nicht-entarteter Fall

Betrachten wir die zu A und B gehdrigen Eigenvektoren, so dass
Alai,b) = ailai,bi)y,  Blaibi) = bilaib;) . (1.5.109)
Fiir den nicht-entarteten Fall gilt dann:

Die Messung von A am Zustand | a;, b; ) ergibt a; mit P(a;) = 1.
Die Messung von B am Zustand | a;, b; ) ergibt b; mit P(b;) = 1.

Beginnen wir mit einem Zustand |y ). Dieser ldsst sich als |y ) = ', ¢;| a;, b; ) darstellen. Wir messen nun
die Observable A und erhalten das Ergebnis a; mit Wahrscheinlichkeit lc;*. Nach der Messung ist das
System im Zustand | a;, b; ). D.h., nach der Messung von A hat das System einen definitiven Wert auch
fiir B, beide Observablen sind also gleichzeitig genau messbar.

(i7) Entarteter Fall

Nehmen wir nun an, der Eigenwert a; der Observable A, sei d(a;)-fach entartet, so dass
Ald™y = alad™ )y mit n=1,...,da). (1.5.110)

Betrachten wir eine weitere Observable B mit [A, B] = 0. GemiB Hilfssatz 1.6 ist | al(."" ) » auch Eigenvektor
zu B,
Bla"y =p"a" )y mit n=1,....da). (1.5.111)

Wir nehmen der Einfachheit halber an, dass alle bg"") verschieden sind. Das bedeutet, dass B die Entartung
aufhebt. In diesem Fall konnen wir die Basis schreiben als {| a;, bl(,”") Yhmitn; =1,...,d(a).

Unser Ausgangszustand sei gegeben durch

vy = cla b™) . (15.112)

in;

Nun messen wir abwechselnd die Observablen A und B:

N d(a;)
e Die erste Messung von A ergibt den Wert ¢; mit P(a;) = ), |cf."’)|2, und der Zustand kollabiert zu
i=1

n

1 day) d(a;) 172
_ i o i _ ()2
ly) = ¢1) = anzlci lai, b ) N_{;w,. |] . (15.113)

e Die darauffolgende Messung von B ergibt den Wert bl(.k) mit P(bfk)) = |c§k)|2 /IN|?. Der Zustand
kollabiert zu
1) = lai b)) (15.114)
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1. Grundlagen der Quantenmechanik

e Eine weitere Messung von A ergibt nun a; mit P(a;) = 1, eine Messung von B ergibt bl(.k) mit
P(b®) = 1, usw.

1.5.3. Erwartungswert, Varianz, Unscharfe

Wir betrachten eine Observable A mit Eigenwert A, und einen Zustand |y ). Die Messung von A lieferte
A; mit P(4) = |{ A; |y ))>. Wir wiederholen das Experiment #» mal - jedes Mal beginnend im Zustand |y ).
Die statistische Verteilung der Messergebnisse A; ist durch die relative Haufigkeit von A; gegeben,

H() = % din=n. (15.115)

Im Limes n — oo gilt n;/n — P(4;).

Definition 1.19. Der Mittelwert (Erwartungswert) (A)m der Observable A im Zustand |y ) ist

(A, = Z&Pu» = Zai KAyl = Za,-wui WAily) = <y|(Z|AI->AI-<Af |)|y>. (1.5.116)

Wir lesen ab:

(A),y = (ylAly) (Mittelwert = Erwartungswert) . (1.5.117)

Ein MaB fiir die Streuung (= Breite der Verteilung) der ZufallsgroBen {4;} ist die Varianz
2
(DAY, = (A2 = (DY) = ) ATPC) - (Z AiP(ﬂf)) , (15.118)

woraus wir die Standardabweichung AA = +/(AA)? erhalten. Im Folgenden wird das Subskript |y ) meist
weggelassen. Aber (A) und (A?) beziehen sich immer auf einen festen Zustand. Beachte, dass fiir einen
Eigenzustand von A gilt: (AA)? = 0.

Wir haben gesehen, dass fiir inkompatible Observablen, [A, 1§] # 0, es nicht moglich ist, fiir jeden Zu-
stand sowohl A als auch B mit Sicherheit zu kennen. Diese Unmoglichkeit, A und B gleichzeitig scharf
messen zu konnen, wird durch die allgemeine quantenmechanische Unschdirferelation quantifiziert:'3

1, ~ 4
AAAB > 3 |([A, B])| (angewendet auf beliebigen Zustand) . (1.5.119)

Diese Aussage ldsst sich wie folgt interpretieren: Pripariere ein Ensemble im Zustand |y ).
e Bestimme AA durch Messung von A im Zustand | ), und

e bestimme AB durch unabhdngige Messung von B im Zustand | ¢ ).

BDiese Unschirferelation ist jedoch nicht vollkommen allgemein giiltig. Vorsicht sei etwa bei periodischen Observablen ge-
wahrt, s. z.B. F. Gieres, Rept. Prog. Phys. 63, 1893 (2000) [8].
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Dann erfiillen die jeweiligen Streuungen die Unschirferelation (1.5.119).
Beachte:

e Die obige Unschirfe stellt die intrinsische, statistische Unschirfe bei unabhingiger Messung von
A und B dar. Die Messungen von A und B beeinflussen einander hier nicht. A und B werden unab-
hingig an jeweils unterschiedlichen Reprisentanten des Ensembles im Zustand | ¢ ) gemessen, und
die statischen Schwankungen erfiillen die obige Ungleichung.

e Zusitzlich hierzu kann typischerweise eine weitere Unschérfe dadurch entstehen, dass man sowohl
A als auch B gleichzeitig an den jeweils selben Reprisentanten des Ensembles misst, insofern diese
Messungen einander beeinflussen. Die Unschirfe aufgrund einer solchen gemeinsamen Messung
von A und B ist typischerweise um einen Faktor 3 groBer als die obige rein statistische Unschiirfe.
Dieser Effekt tritt z.B. bei dem in vielen phdnomenologischen Darstellungen der Unschirferelatio-
nen bemiihten Heisenberg-Mikroskop auf, bei dem die Messung des Ortes eines Elektrons mittels
eines Photons einer bestimmten Wellenlidnge unweigerlich den Impuls des Elektrons beeinflusst. Je
hoher die Frequenz des Photons, desto besser ist die Ortsauflosung, aber desto schlechter die Im-
pulsauflosung aufgrund des unvermeidbaren Impulsiibertrags vom Photon auf das Elektron. Beide
Effekte miissen je nach Versuchsanordnung beriicksichtigt und gegebenenfalls addiert werden.'*

Beweis der Unschirferelation (1.5.119):
Betrachte einen beliebigen Zustand | ), ||| ) || = 1 und definiere

16a) = (A= (AN1y), |65) = (B—(B)Iy). (1.5.120)
Hierfiir gilt:

(Balga) = (YA - (AN 1Y) = (Yl (A* = 2A(A) + (AY) |y)
= (Y (A2 = (AD)|y) = (AA)~. (1.5.121)

Auflerdem gilt aufgrund der Schwarzschen Ungleichung, dass

Kpalen)l < VIKdalda X dslds)l = (AA)AB). (1.5.122)

Wir schitzen |[( ¢4 | ¢5 )| ab. Wegen

K0a 18801 = /(Re(da 05 + (I g | 45 ))2 (1.5.123)

benotigen wir hierfiir den Real- und Imaginérteil. Wir schreiben zunichst
($aldp) = (WA - (ANB-(B)y) = (Y|ABly) - (AXB). (1.5.124)

Ist ein Operator C hermitesch, so gilt (C) € R. Ist C anti-hermitesch (CT = —=C) so ist (C) € iR rein ima-
ginédr. Damit ist in unserem Fall hermitescher Operatoren (A)(E) € R. Aber (Aﬁ)T = BTAT ist weder her-
mitesch noch anti-hermitesch. Wir kénnen jedoch AB in einen hermiteschen und einen anti-hermiteschen
Anteil zerlegen:

l4Weitere Details konnen z.B. in M.G. Raymer, “Uncertainty principle for joint measurement of non-commuting variables",
Am. J. Phys. 62,986 (1994), [9] gefunden werden.
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1

PR 1 .4 o A A PN
AB = S(AB-BA)+ S(AB+BA) = 5 |A.B] + 3 (48] . (1.5.125)
Kommutator Anti-Kommutator
anti-hermitesch hermitesch
Es folgt unmittelbar, dass
1 A oA PN
Re(aldp) = 3 (Y {A, B}y ) — (AXB), (1.5.126)
1 A
Im<¢A|¢B>=Z<lﬁ|[A,B]|w>, (1.5.127)
was uns zu 1 ]
{Paldp) = §I<[A,B]>| = AAAB > §|<[A,B]>| (1.5.128)

fithrt. Wir bemerken abschlieBend, dass die Anderung der Begriffe der Objekteigenschaften und deren
Messung in der Quantenmechanik nur inkompatible, also nicht-kommutierende Observablen betreffen.

1.6. Hilbertraum, Ortsdarstellung, Wellenfunktion

1.6.1. Unendlich-dimensionale Zustandsraume

Bisher haben wir uns mit endlich-dimensionalen Vektorrdumen beschiftigt. Das Eigenwertspektrum der
Observablen hatte immer endlich viele diskrete Werte,
A

ady=dlad), (dld")=06y. . (1.6.129)

In der Quantenmechanik besitzen jedoch wesentliche Observable ein kontinuierliches Spektrum, z.B. Ort
und Impuls eines Teilchens.

Sei & eine solche Observable, mit Eigenwertgleichung &|¢&) = £ | &), wobei der Eigenwert & kontinu-
ierliche Werte annehmen kann. {| £’ )} stellt die kontinuierliche Eigenbasis von £’ dar.

Wir verallgemeinern die VR-Eigenschaften fiir kontinuierliche Eigenspektren:

e Orthogonalitét

<a’ |a”> = 6a’a” -7

Idee: <§/ |§// > =0 fir é:/ + é:/, und

dala"y = bpw =1 fd§’<§’|§”> =1

=2(&1E)y=06( -¢7). (1.6.130)

:]l_>fd§’

e Vollstindigkeit

a{d

EWE|=1. (1.6.131)

2

a’

34
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o Basisdarstellung
Ia>=z a’)(tl'la>—>la>=fd§' ENE ). (1.6.132)
e Normierung
ZI(a’Ia)Izz1—>fd§’|(§'|a)|2=1. (1.6.133)
o Skalarprodukt
(a|B)= Z(ala' Xd'|B) = (alB) = fd§’<01|§' XEBY. (1.6.134)
e Matrixelemente A A
(a"|Ald") =d'bwa —(&"|E]8) =6 &), (1.6.135)

Die Wellenfunktion als Verkniipfung der Eintrige eines Vektors mit dessen Indizes:
Fiir einen endlich-dimensionalen VR betrachten wir die kanonische Basiszerlegung:

i
ly)=2cile) =c=(ely), (elyN=| ' |=2Xce.
1 CN 1
1 0 (1.6.136)
0 1
mite, =| o |, e =| o0 |, etc
Im unendlich-dimensionalen VR schreiben wir
|d/>=fdflf>l!/(§)- (1.6.137)

(¥(£)) kann also als unendlich-dimensionaler Spaltenvektor aufgefasst werden, in dem der Ein-
trag zum Label & der Funktionswert () ist. Da ¢ € IR, ist jedoch die Menge der Eintrige
iberabzdhlbar-unendlich, so dass man den Spaltenvektor nicht explizit ausschreiben kann. Da
W) = f d&'6(€ — E(&), lauten die kanonischen Basisvektoren §(¢ — &').

Die Vollstindigkeit, s. Gl. (1.6.131), der in der Quantenmechanik betrachteten unendlich-dimensionalen
VRe ist eine wesentliche Eigenschaft:
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1. Grundlagen der Quantenmechanik

Definition 1.20. Gleichmdfige Konvergenz (einer Funktionenfolge):
Sei V ein normierter VR. Betrachte eine Folge (| x, ), X, ) ,...) von Vektoren. Die Folge konvergiert gleichmdfig
gegen |x) € V, wenn

Ye>0 dng: |llx.)—-lx)|l<e VYn>ngp, (1.6.138)

mit der Supremums-Norm || - ||.

Eine notwendige Bedingung fiir gleichméfBige Konvergenz ist, dass der Abstand zwischen den Folgeelementen
im Sinne der Cauchy-Folge immer kleiner wird:

Ye>0 dng: |llx,)—lxu)ll<e VYn,m > ng . (1.6.139)

Umgekehrt konvergiert eine Cauchy-Folge gleichmiBig, aber der Limes muss nicht unbedingt im VR liegen.

Definition 1.21. Ein normierter VR V heift vollstindig, wenn jede Cauchy-Folge gegen ein Element | x) € V
konvergiert.

Definition 1.22. Ein normierter, vollstindiger VR heif3t Banach-Raum.

Definition 1.23. Ein Banach-Raum, dessen Norm durch ein Skalarprodukt induziert ist, heif3t Hilbertraum.

Wir weisen darauf hin, dass ein endlich-dimensionaler, unitdrer VR immer ein Hilbertraum ist. Fiir oco-
dimensionale, unitdre VR muss dies nicht gelten. In der Quantenmechanik fordern wir, dass der VR
vollstdndig ist. Andernfalls konnte eine Folge von Operationen an einem Zustand aus dem Zustandsraum
herausfiihren, was physikalisch unsinnig ist.

QM Postulat 1 (endgiiltig)

Der quantenmechanische Zustandsraum ist ein Hilbertraum.

1.6.2. Der quantenmechanische Ortsraum

Der Ortsraum wird von den Eigenvektoren des Ortsoperators aufgespannt. Betrachte ein freies Teilchen
im eindimensionalen Raum R:

e %: Observable des Ortes fiir ein Teilchen
e |x"): Eigenzustand zu X: X|x") = x| x")
e | X' ) © Teilchen ideal lokalisiert bei x": {x" | x” ) = §(x’ — x")

Ein allgemeiner Zustand ist gegeben durch

|a)=fdx’|x’) (X |a) (1.6.140)
———
-0 Koeflizienten

Koeffizienten = Wellenfunktion = (x”)
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1.6. Hilbertraum, Ortsdarstellung, Wellenfunktion

Betrachten wir eine idealisierte Ortsmessung, welche das Teilchen am Ort x” lokalisiert, mit unendlich
scharfer Auflosung. Diese Messung fiihrt zum “Kollaps™ des Zustands auf die Eigenfunktion

la) —|x"). (1.6.141)

Realistischer ist der Fall, dass der Detektor das Teilchen im Intervall [x" — A/2, x’ + A/2] lokalisiert. Bei
dieser Messung kollabiert der Zustand geméf

o0 XHAJ2
|a)=fdx'|x')<x’|a/)—> f dx'| X' Y (X |a). (1.6.142)
—oo x'=A/2

Die Wahrscheinlichkeit, dass sich das Teilchen im Intervall [x’, x” + dx] aufhélt, ist dann
dP(x’) = |{x'|a)*dx’ (dx’ = Linge des infinitesimalen Intervalls) . (1.6.143)

Insbesondere ist die Wahrscheinlichkeit, das Teilchen irgendwo im Raum zu finden, gleich

dP(x') = fdx’l(x’lcv)l2 =1. (1.6.144)
Dies stimmt iiberein mit der Wahrscheinlichkeit, den Zustand |« ) zu messen, wenn der Zustand |« )

prépariert wurde:

[e]

l=(a/|w>=fdx’(oz|x’)(x’|a). (1.6.145)

—00

1.6.3. Der Begriff der Wellenfunktion

Wir interpretieren ( x’ | @ ) wie folgt:

Vx'ist(x'|a) € C,d.h. (X' |a) ist eine Funktion R — C.

Definition 1.24. Die Grifie ( x' | a ) ist die zum Zustand | « ) gehorige Wellenfunktion im Ortsraum:

Ve :R5C , X (X)) =(xX|a). (1.6.146)

Yo(x) stellt die Koeffizientenfunktion der Darstellung des Zustands |« ) beziiglich der Orts-Eigenbasis
dar:

|a>=fdx'|x')<x’|a/)=fdx’lx’)wa(x') (1.6.147)

Wir vergleichen dies mit dem endlich-dimensionalen Fall:

lay= Y lei)(eilay= > lei)as. (1.6.148)
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1. Grundlagen der Quantenmechanik

Daher entsprechen sich:
Index i der ONB-Vektoren {| ¢; )} <> Argument x” der ONB-Vektoren {| x" ) }. (1.6.149)

Der gesamte bisherige Formalismus kann mithilfe der Wellenfunktion geschrieben werden:
e Zustand: @) & Yy (x)
o Skalarprodukt: (e |B) = [dx’(a|x' X« |B) = [ dx'yy(x" Wp(x)
e Norm-Quadrat: (e|a) = [dx'¥(X Wo(x') = [ dx'|re(x)P

e Matrixelement: (B|A|a) = [ dx'dx"gs(x) (' A1 X" Ygo(x) = [ dx'dx'w;;(x’)A(x', X Wo(x).
Insbesondere gilt fiir Observable der Form A = f(%) wegen (x| f(X)|x”) = f(X")6(x' — x”) =
(BlA|a) = de’lﬁ;(X’)f(X’)lﬁa(X’)-

e Normierbarkeit: Da ||| )|| < co fiir einen Zustand im unitiren VR gelten soll, muss ¢ quadratinte-

grabel sein, f e (X)) < o0.

—00

Satz 1.1. Der Raum L*(R, dx) der quadratintegrablen Funktionen s : R — C bildet einen Hilbertraum beziig-
lich des Skalarproduktes (Y, ¢) = f dx ¥ (x)p(x).

Insbesondere ist dieser Raum beziiglich der durch das Skalarprodukt erzeugten Norm ||/]| = +/(i, ¢) voll-
stindig, d.h. ein Banachraum, der zusammen mit dem durch das Skalarprodukt gegebenen “Winkelmaf3”
zum Hilbertraum wird. Der Beweis folgt aus dem Satz von Fischer-Riesz aus dem Jahre 1907 und be-
ruht im wesentlichen darauf, dass sich jede Funktion aus L? isometrisch-isomorph, also eineindeutig und
Metrik-erhaltend auf eine Cauchy-Folge in £2, den quadratsummablen Folgen c,,, lea]? < oo, abbilden
14Bt. Diese Abbildung ist durch die Fourierreihenentwicklung der Funktion ¢ gegeben. Fiir weitere De-
tails des Beweises dieses nichttrivialen Theorems verweisen wir auf die Literatur der Funktionalanalysis.

Beispiel: Wir wollen die Wellenfunktion zum Ortseigenket | x” ) finden. Es gilt, dass
Yia): (x'|a)=¢ux). (1.6.150)
Andererseits gilt aber auch
(X'a) = fdx (X |x¥x|a)= fdx W (0)e(x). (1.6.151)
Damit folgt sofort ¥,/ (x) = d(x — x7).
Beachte: Die Diracsche delta-Distribution stellt kein Element von L2(R) dar. In diesem Sinne ist der Orts-
Eigenzustand ein uneigentlicher Zustand. Dennoch wird der Ortseigenzustand mit zum Zustandsraum

genommen. Grundsitzlich bedarf es aber einer Regularisierung der delta-Distribution zu einer Funktion,
um korrekte Resultate zu erhalten. Beispiele hierfiir werden wir in den Ubungen kennenlernen.
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1.7. Impulsoperator & kanonische Kommutatorrelationen

1.7. Impulsoperator & kanonische Kommutatorrelationen

1.7.1. Aktive Translationen

Unser Ziel ist es die Wirkung des Impulsoperators auf einen gegebenen Zustand |«a ) = f dx|x) e (x)
zu finden. Aus der klassischen Mechanik wissen wir, dass der Impuls der Generator rdumlicher Trans-
lationen ist. Wir suchen deshalb zunichst eine Darstellung des Translationsoperators 7" auf | ). Wir
unterscheiden:

o Passive Transformationen, bei denen das physikalische System gleich bleibt, wihrend die Koordi-
naten transformiert werden.

e Aktive Transformationen, bei denen das physikalische System transformiert wird.

Wir betrachten aktive Translationen und definieren den Translationsoperator

T(Ax) : Zustand bei x — Zustand bei x + Ax

. (1.7.152)
T(Ax)|x)=|x+Ax)
Wir berechnen die Wellenfunktion zu | x + Ax ):
|x+Ax)=T(Ax)|x) = f(Ax)fdx’|x’><x’ | x)
- - . (1.7.153)
= fdx’f"(Ax)Ix')(x’ [x) = fdx’ X+ Ax) (x| x)
In dem wir x”” = x’ + Ax substituieren, erhalten wir daraus
|x+Ax) = fdx” XWX = Ax|x) = fdx’lx’) (X' — Ax|x) . (1.7.154)
———

oo —c0 V(X' —Ax)

Wir konnen diese Relation auf beliebige Zustinde verallgemeinern, in dem wir | x ) durch |y ) ersetzen
und den transformierten Zustand 7'(Ax) | ) in Ortseigenzustinde entwickeln. Daraus ergibt sich, dass

(T(A0w) () = (xITAx) [§) = (x = Ax|y) = y(x - Ax). (1.7.155)
In anderen Worten: Die aktive Translation des Zustands entlang der Strecke Ax entspricht dem urspriing-

lich Zustand ausgewertet bei x — Ax.

1.7.2. Translationen als Lie-Gruppe

Die Translationen 7'(Ax) bilden eine einparametrige kontinuierliche Gruppe beziiglich der Hintereinan-
derausfiihrung (d.h., der Multiplikation):

o Gruppeneigenschaften:
— Abgeschlossenheit: T(Ax) - T(Ax') = T(Ax”) mit Ax” = Ax + Ax’,
— Assoziativitit: | T(Ax) - T(Ax)| - T(Ax") = T(Ax) - [T(AX) - T(Ax")].
— Existenz des Inversen: [T(Ax)]™' = T(-Ax),
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1. Grundlagen der Quantenmechanik
— Existenz der Eins: 7(0) = 1.

e Die Eigenschaft der einparametrigen, kontinuierlichen Gruppe bedeutet, dass T'(Ax) durch einen
Parameter Ax € R bestimmt ist, so dass insbesondere die Verkniipfungsregel f”(Ax) . f“(Ax’) =
T(Ax") mit Ax” = Ax + Ax’ gilt. T(Ax) hiingt ferner stetig von Ax ab. Insbesondere gilt, dass
lima,0 T(Ax) = 1.

Kontinuierliche Gruppen mit diesen Eigenschaften heilen Lie-Gruppen. Wir werden sie im Zusammen-
hang mit dem Konzept der Drehung und des Drehimpulses noch eingehend studieren.

T(Ax) ist ferner unitdir, denn wir fordern, dass die Norm eines Zustands unter Wirkung von T(Ax) erhalten
bleibt:
TAx)|a), T(Ax)|a)) = (a),la)). (1.7.156)

Das bedeutet, dass (im Folgenden lassen wir den Multiplikationspunkt ‘-> wieder weg.)
T(A0T (Ax)=1, dh  T7(Ax) = [T@Ax)]". (1.7.157)
Wir betrachten nun infinitesimale Translationen
T(dx) = 1 - iKdx + O((dx)?). (1.7.158)
Wenn KT = K gilt, erfiillt 7'(dx) alle obigen Eigenschaften:
T(dx) unitir < K hermitesch. (1.7.159)

Man sagt: Der Operator K™ = K generiert die Gruppe der Translationen.

Wir merken an dieser Stelle an, dass eine Translation tiber eine endliche Distanz Ax einer unendlichen
Zahl infinitesimaler Translationen gleichzusetzen ist:

A . L Ax\Y
T(Ax) = lim H_IKW . (1.7.160)

|
N—oo
Dies entspricht einer Definition der Exponentialfunktion:

T(Ax) = exp(—if(Ax) (T '=T"o K" =K). (1.7.161)

Nun wollen wir den Kommutator von 7" mit dem Ortsoperator £ bestimmen:

(%, T(Ax)] =2 (1.7.162)
Dazu berechnen wir:
AT(A X)) = 2|xX+Ax) = +Ax)|x +Ax), (1.7.163)
T(A0I XY = XTAx|X) =x|x +Ax). (1.7.164)
Im Fall infinitesimaler Translationen (Ax — dx) ergibt sich daraus:
[fcf(dx) - T(dx)fc] |x') =dx|x') + O(dx?) = (%, T(dx)] = dx1 = dx. (1.7.165)
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Da die infinitesimale Translation 7'(dx) = 1 —iKdx einer linearen Verschiebung um die 1 entspricht, folgt

(% K] =i. (1.7.166)

1.7.3. Der Impuls als Generator der Translationen

Unsere Ergebnisse zeigen, dass der hermitesche Operator K mit [%, K] = i der Generator der Translatio-
nen in der Quantenmechanik ist. Wie schon angedeutet, ist in der klassischen Mechanik der Impuls der
Generator der Translationen, im folgenden Sinne:

e Betrachte den klassischen Phasenraum (g, p) mit der Poissonklammer {, } :

{A(q, p), B(g, p)lpB = 2—23—1; - Z—?Z—I; (1.7.167)
o Unter einer aktiven Translation um Agq transformiert eine Funktion F(g, p) wie”
F(q.p) » F(q,p) = F(q + Aq, p). (1.7.168)
Im infinitesimalen Fall bedeutet das
F(g,p) = (1 +dqaa—q)F(q,p) =F +6F (1.7.169)

mit 0F = {G, Flpg dq fiir G = —p.

Dies legt eine Identifikation der Observablen p mit dem hermiteschen Operator K, dem Generator der
Translationen nahe. Beachten wir allerdings:

e Ein Beweis dieses Zusammenhangs in der QM ist nicht moglich. Vielmehr gehen wir auch hier
wieder heuristisch vor: Wir versuchen, die Strukturen aus der Klassischen Mechanik auf die QM
zu iibertragen. Die Sinnhaftigkeit dieser Ubertragung muss sich dann ex post erweisen.

o Eine genauere Begriindung fiir die Identifikation von p mit dem Generator der Translationen bedarf
einer Definition der Translation angewendet auf Operatoren (bisher hat unser Translationsoperator
nur auf Zustidnde gewirkt!). Wir kommen spiter mit der Einfithrung des Heisenbergbildes darauf
zuriick (siehe Diskussion um Gl. (??)).

e pund K tragen unterschiedliche Einheiten: Aus ¢(x —dx) = (1 — idxf()w(x) folgt:

[K] = s> [Tmpuls] = %“‘g‘g;ﬂ = Js/m. (1.7.170)

Es bedarf also einer fundamentalen Naturkonstanten mit der Einheit einer Wirkung, um eine Verbindung
zwischen Impuls- und Translationsoperator herzustellen:

p=hk, [A] = Wirkung = Nms . (1.7.171)

An dieser Stelle ist 7z eine beliebige Grosse mit Einheiten einer Wirkung. Eine physikalische Interpretation
von /i werden wir bald im Planckschen Wirkungsquantum finden und somit 7 in eine fundamentale,

BDass Fi (g, p) = F(p,q) = F(q + Aq, p) das korrekte Transformationsverhalten unter aktiven Transformationen ist wird offen-
sichtlich, wenn man z.B. g selbst betrachtet: ¢ — g+ Aq. Dies ist zu unterscheiden vom besprochenen Verhalten der Wellenfunktion
unter einer aktiven Translation, ¥(x) — y¥(x — Ax), welche keine direkte klassische Entsprechung hat.
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1. Grundlagen der Quantenmechanik

messbare Konstante verwandeln. Wegen (1.7.166) gilt die kanonische Kommutatorrelation
[%, p] = ih. (1.7.172)

Als Anwendung der allgemeinen Unschirferelation (1.5.119) finden wir damit, dass Ort und Impuls nicht
gleichzeitig scharf messbar sein konnen:

h2
(A)C)Z(Ap)2 > T Heisenbergsche Unschérferelation. (1.7.173)

1.7.4. Kanonische Kommutatorrelationen und kanonische Quantisierung

Betrachte y/(x;) als Funktion der Koordinaten x;, i = 1,2,...,d des d-dimensionalen euklidischen Raum-
es. Um die Relation (1.7.172) hierfiir zu verallgemeinern beriicksichtigen wir:

¢ Der Ortsoperator in x;-Richtung und der Translationsoperator in x;-Richtung sind unabhéngig von-
einander fiir i # j. Deshalb gilt
(%, pj]l = iR d;;. (1.7.174)

e Translationen in i- und j-Richtung kommutieren: [T(Ax;), T(Ax )] = 0. Daraus folgt, dass

[pi,Pj1=0. (1.7.175)

Wir fassen unsere Erkenntnisse in den kanonischen Kommutatorrelationen zusammen:

[%i, %] =0, [Xi, pj] = ihéij, [pi. Pj1 = 0. (1.7.176)

Beachte, dass diese, wie oben hergeleitet, direkt aus der wohl motivierten Identifikation von p mit dem
Generator der Translationen folgen. Die Kommutatorrelationen erinnern uns an die klassischen Poisson-
klammer-Relationen der kanonischen Phasenraumkoordinaten (g;, p;),

{gi» jleB = 0ij, (1.7.177)

welche ebenfalls eine Folge der rdumlichen Transformationseigenschaften von Phasenraumfunktionen
sind. Wir stellen fest, dass die quantenmechanischen Kommutatorrelationen aus den klassischen Poisson-
klammer-Relationen durch die Ersetzung [-,-] = ii{ -, - }pg folgen. Diese Vorgehensweise heif3t kanoni-
sche Quantisierung:

Klassische Phasenraumkoordinaten +— quantenmechanische Operatoren

1
{.-lpB P E[',']. (1.7.178)

In den Ubungen werden wir sehen, dass die Ersetzung klassischer Funktionen auf dem Phasenraum durch
nicht-kommutierende Operatoren den Zusammenhang [ -, -] = i%{ -, - }pg erzwingt. Diese Erkenntnis kann
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1.7. Impulsoperator & kanonische Kommutatorrelationen

auch als eine alternative Motivation der Relationen (1.7.176) dienen. Abschlieend wollen wir die Be-
deutung des Faktors i% noch besser verstehen:

o {f, glpp ist reell, falls f, g reell, aber [ f , 8] ist antihermitesch, falls f , & hermitesch. Infolgedessen
benotigt man einen Faktor i.

e Einheiten: [{, }pg] = [a% %] = (kg m?)~!'s, daher ist der Faktor der Einheit einer Wirkung, ~ 7,

notig, um Einheitengleichheit zu bewirken.
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Hintergrund: Weyl-Quantisierung
Die kanonische Quantisierung (1.7.178) 1Bt sich mathematisch etwas priziser formulieren.'® Man geht man von
einer sog. Weyl-Abbildung aus,

®: f(g,p) = OLf (g p)] = f@ D), (1.7.179)

welche von der Phasenraum zur Operatorformulierung der Quantenmechanik fiihrt. Fiir die Charakterisierung
von Produkten von Operatoren spielt dabei das Moyal- oder *-Produkt eine wichtige Rolle:

i > 1 (in)
f*g=feXp[3A}g=Z7(3) (£, , (1.7.180)
i n!
worin A den symplektischen Ableitungsoperator bezeichnet,
a9 90
Az —m— —— — | (1.7.181)
dq; Op;  Opi 9q;
und IT den Poisson-Bivektor,
I (f.8) = g,
' (f,8) =1{f.& s,
(1.7.182)

n ak an—k an—k ak
" (f,9) = ) (=1 (")(——f)(——g) ,
kz=(; k) \ap* dgr*" |\ dp"* dgk

mit den Binomialkoeflizienten (Z) = n!/[(n — k)!k!]. Mittels des Produkts (1.7.180) definiert man die Moyal-
Klammer als

2 h
(fogh=GD" (frg-gxf)= 7 Sin(zl\) g (1.7.183)

welche sich in fithrender Ordnung in 7 auf die Poisson-Klammer zuriickfiihren 146t,

{f.ghs={f.gl+OM). (1.7.184)

7 stellt damit einen Deformationsparameter dar, der von der klassischen Verkniipfung der Poissonklammer weg-
fiihrt, also eine Verallgemeinerung parametrisiert. Wir bemerken, dass im Limes # — 0 das Produkt f = g zu
einem gewohnlichen kommutativen Produkt von f und g wird und dass somit die Moyal-Klammer verschwindet
in{f.g}ms = f+g—g*f — 0.Uber diesen fithrenden Term hinaus tragen gemiB (1.7.183) nur ungerade n zur
Moyal-Klammer bei, IT?"(f, g) —I1*"(g, ) = 0 fiir m € Ny. Fiir die kanonischen Kommutatorrelationen (1.7.176)
auf dem Phasenraum sind jedoch alle hoheren Beitrige O(%*) identisch Null, die Ersetzung ist also exakt. Die
Moyal-Klammer kann nun dazu verwendet werden, um den Kommutator der Weyl-Abbildungen zweier auf dem
Phasenraum definierten Funktionen f und g als die Weyl-Abbildung ihrer Moyal-Klammer zu definieren,

[@[f].@[g]ll=D[f*g-g*f]. (1.7.185)

Mittels einer Entwicklung von f und g in Potenzen von ¢ und p 14t sich zeigen, dass diese Vorschrift konsistent
mit einer Bestimmung der Kommutatoren aus den kanonischen Relationen (1.7.176) ist.
Zusammengefasst erhédlt man die Quantisierung als Deformation der im klassischen Phasenraum geltenden Zu-

sammenhinge zwischen den kanonisch konjugierten Variablen.

16Siehe die gruppentheoretischen Betrachtungen von Hermann Weyl [10] sowie die Phasenraum-Formulierung der Quantenme-
chanik nach Groenewold [11] und Moyal [12].
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1.7.5. Darstellung von p im Ortsraum
Betrachte den infinitesimalen Translationsoperator in einer Dimension,
f“(éx) =1- % pox, ox : infinitesimale Verschiebung .

‘Wir berechnen seine

e Wirkung auf den Zustand |« ):
TGx)|a) = fdx’lx’)(x’ —6x|a).
Eine Taylor-Entwicklung ergibt
/ 7 8 /
(X' =ox|la)=({x"|a)—6x—(X"|a)+...
ox’'

und damit
0

ox’

lﬂa(xl —0x) = %(x') —0x %(X') oo

‘Wir erhalten daraus

’ 0 /
)Ug(xm)

(ﬂ—%éxﬁ)la)zfdx’lx’)(x’la)—éxfdx'
—_——
la)

bzw., ausgedriickt durch den Impulsoperator,

play = fdx'
fdx'

X' ) (=o)X |y,

© P

X ) (—ihd) (X |.

(1.7.186)

(1.7.187)

(1.7.188)

(1.7.189)

(1.7.190)

(1.7.191)

(1.7.192)

o Wirkung auf Wellenfunktionen: Aus (1.7.192) folgt die Ortsdarstellung des Impulsoperators,

plx,x) = (x|p|x")=-ih0.0(x — x').

(1.7.193)

Der Operator wirkt also gemaf f ax' p(x, X" W(x') = —ihd,(x) auf Wellenfunktionen. Wir schrei-

ben kurz

0
(P (x) = —iha—lﬂ(x)-
X

(1.7.194)

Insbesondere gilt

(Blpla) = [ VG0,

(1.7.195)
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1. Grundlagen der Quantenmechanik

1.7.6. Generalisierte Eigenvektoren und Gel’fandsche Raumtripel*

Der Vektorraum L?([a, b],dx) der quadratintegrablen Funktionen y(x) bildet beziiglich des Skalarpro-
dukt und der dadurch induzierten Norm einen Hilbertraum, ist also vollstindig und normiert, siehe Satz
1.1 auf S. 38. Orts- und Impulsoperator sind lineare Operatoren auf diesem Hilbertraum, so dass y(x),
multipliziert mit x bzw. differenziert nach x, ebenso in L2 ist,

LX) b x(x), mit D) = {yexyel?, (1.7.196)

=

>

Y(x) ?axw, mit D(p) = {y € |0 € L} . (1.7.197)

X und p sind Elemente einer Operator-Algebra mit nicht-abelschem Produkt. Im Ortsraum folgt der Kom-
mutator aus der Kettenregel:

(% Pl = ?(x()x —8,x) = ?(xax — (0:X) — x0y) = —?(6)()6) =ik (1.7.198)

Der Impulsoperator ist hermitesch, jedoch besitzt sein adjungierter Partner einen groeren Definitions-
bereich. Wir betrachten dafiir py = —ifio fiir alle y € D(p) = {¢ € L*([a,b],dx) |y’ € L*([a, b], dx),
Y(a) = Y(b) = 0}, den quadratintegrablen Funktionen mit quadratintegrabler Ableitung auf dem 1D
Intervall [a, b] mit Dirichlet-Randbedingungen. Fiir diese gilt, dass

b b
A i b g
(d1ply) = f dx ¢*(x);6xw(x)= ;¢*(x)¢(x) -7 f dx (09" (x)) Y(x) (1.7.199)
ah h * a
= fdx (Tﬁxqﬁ(x)) Y(x) =(poly). (1.7.200)

Damit ist p hermitesch. Da in (1.7.200) lediglich die Dirichlet-Randbedingungen von y eingingen, ist
der Definitionsbereich des Operators pt, DY) = (¢ € L>([a,bl,dx), ¢’ € L*([a,b],dx)} grofer als
D(p) € D(p").

Damit ist p auf D(p) hermitesch, aber nicht selbstadjungiert: Zwar wirkt der hermitesch adjungierte Ope-
rator p' in gleicher Weise wie p, dennoch sind sie nicht gleich, da ihre Definitionsbereiche unterschiedlich
sind. Da p nicht selbstadjungiert ist, gilt fiir ihn auch nicht, dass ein Satz paarweise orthogonaler Eigen-
funktionen aus D(p) eine vollstindige Basis des Hilbertraums ergeben.

Derartige Komplikationen sind fiir Observable auf einem Hilbertraum 4 nicht selten. Sie treten insbe-
sondere fiir solche Operatoren auf H = L? ([a, b], dx) auf,

1. deren Spektrum nicht beschrinkt ist, was fiir p der Fall ist, welcher auf H beliebig grofie, positive
und negative Figenwerte aufweisen kann; der Definitionsbereich solcher Operatoren kann nur ein
Teil des Hilbertraums sein;

2. deren Spektrum einen kontinuierlichen Teil aufweist; ihre entsprechenden Eigenvektoren gehoren
zu einem Raum, der groBer als H ist. Beispielsweise sind die Eigenfunktionen des Ortsoperators
nicht quadratintegrabel: Das Integral iiber |6(x — xo)|* ist nicht definiert, 6(x — xo) ¢ L* ([a, b], dx).

Von Neumann hat gezeigt, dass einer oder mehr Operatoren, welche in kanonischen Vertauschungsrela-
tionen [g;, p;] ~ 6;; vorkommen, ein unbeschrénktes Spektrum besitzen. Damit ist die Definition solcher
Operatoren immer nur auf einem Unterraum von L? moglich, was etwa die Notwendigkeit von Randbe-
dingungen mit sich bringt. Die daraus resultierenden Unterriume von L?, zusammen mit H sowie den
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notwendigen Erweiterungen von H, welche die generalisierten Eigenvektoren zum kontinuierlichen Teil
der Spektren enthalten, bilden sogenannte Gelfand-Tripel. Zum Beispiel: S (IR) ¢ L>(IR, dx) c S’(R).

Der Schwartz-Raum S (R) der quadratintegrablen Funktionen, welche fiir x € IR, |x| — oo schneller als
jede Potenz verschwinden, ist ein dichter Unterraum des L*(IR, dx). Jede Funktion ¢ € L*(IR, dx) definiert
eine Distribution wy € S'(R),

wy i SR) = C: ¢ wy(e) = fdx U(X)e(x) . (1.7.201)
Dariiberhinaus enthélt S’(IR) Distributionen, wie die von Dirac,
0y, : S(R) > € : ¢ 5 64,() = plx0) (1.7.202)

(O, (@) := f dx 6(x — xp) ¢(x) = ¢(xp)), oder die Fouriertransformierte

I :SMR)—> C:¢- () = fdx w;(x)¢(x), (1.7.203)

mit y,(x) = (2n7)~1/2 exp(ipx/h), so dass 1,(¢) = F#]. Weder 6(x — xo) noch ¢, gehoren zu L*(R, dx),
was jedoch die Vollstindigkeit von L? nicht schmilert. (Es ist zwar moglich, z.B. eine Folge quadratinte-
grierbarer Funktionen,

0,(x) = 0(x + s/2n)0(s/2n — x)n/s it o(x), (1.7.204)

zu wihlen, welche fiir n — oo gegen die Dirac-Distribution konvergiert. Jedoch ist die Folge der L>-
Normen der Folgenglieder nicht konvergent und damit keine Cauchy-Folge. Die Vollstindigkeit erfordert
jedoch, dass jede Cauchy Folge bzgl. der Norm konvergiert.)

All dies mag man im Hinterkopf behalten, wenn man geméaf der Dirac-Schreibweise Skalarprodukte bil-
det, in denen solche “nicht-L? Funktionen” vorkommen und welche dadurch zu Distributionen werden.

In der Praxis wird zu beachten sein:

o-Distributionen mit gleichem Argument nicht miteinander multiplizieren. Gleiches gilt fiir 6(x)®(x).

Auf geeignete Wahl der Randbedingungen achten.

Ggf. ein unendliches Intervall endlich machen und erst zum Schluss den Limes unendlichen Volu-
mens betrachten.

Ggf. Distributionen mit Testfunktionen ausschmieren (— s. unsere spatere Diskussion von Wellen-
paketen).

Wer sich hier weiterbilden mochte, sei auf Lehrbiicher der mathematischen Physik verwiesen, z.B. V. F.
Miiller, Quantenmechanik (Oldenbourg, Miinchen, 2000) [13], J. M. Jauch, Foundations of Quantum Me-
chanics (Addison-Wesley, Reading, 1968) [14]. A nice introduction is found in F. Gieres, Rep. Prog. Phys.
63, 1893 (2000) [8].
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1. Grundlagen der Quantenmechanik

1.8. Wellenfunktionen im Impulsraum
1.8.1. Wellenfunktion der Impulseigenzustande
Wie fiir den Ortsraum betrachten wir eine Basis aus Eigenzustidnden von p (zunichst eindimensional),

plpy=plp), (p'lpy=38(p-p". (1.8.205)

Genau wie im Ortsraum konnen wir einen Zustand | @ ) in dieser Eigenbasis enwickeln,

Ia>=fdplp><p|a>=fdplp> do(p) . (1.8.206)
S——

Wellenfunktion im Impulsraum

Wir suchen jetzt den Zusammenhang zwischen | x) und | p ). Insbesondere mdchten wir y,(x) = (x|p)
berechnen. Dies entspricht der Wellenfunktion des Impulseigenzustands | p ) in der Ortsdarstellung. Aus
(1.7.191) gewinnen wir durch Multiplikation beider Seiten mit x|, dass

Yia)y: (x|pla)=-ihd{x|a). (1.8.207)
Fiir |a ) = | p) folgt daraus sofort

p{xlp)=(x|plp)=—-ihdx|p). (1.8.208)
(1.8.209)

Beachte den Unterschied zwischen der reellen Zahl p und dem Operator p in dieser Gleichung. Wir
erhalten damit eine DGL fiir (x| p ) :

Olx|p)= %p(xllﬂ (1.8.210)

mit Losung

(x|p) :Nexp(%px), (1.8.211)

worin N # 0 eine durch die Eigenwertgleichung nicht festgelegte Konstante bezeichnet. Wir bemerken,
dass diese Eigenfunktion des Impulsoperators auf R nicht normierbar ist,

[ariaipi? = [ax=co. (1.8212)
weswegen wir N nicht als Normierungskonstante auffassen konnen.

Die Konstante N ist jedoch durch die Ortseigenfunktion ( x| x) = 6(x" — x) festgelegt, welche sich durch
Einschieben des Einsoperators als Superposition der Eigenfunktionen des Impulsoperators darstellen 146t,

1= [ap 1 (1.8213)
_ fdp’lNIzeXp(%p(x'—x)). (1.8.214)
Verwenden wir fdk ek = 278(x), so ergibt sich, dass (x'|x) = 2aAIN?6(x’ — x). Damit (x’|x) =

o(x’ — x) folgt, muss |N |> = 1/(2nh) sein. So erhalten wir das wichtige Ergebnis:
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Der Impuls-Eigenzustand | p ) mit festem Impuls p ist im Ortsraum durch eine ebene Welle dargestellt,

|
(xlp)=yplx) = meh”. (1.8.215)

1.8.2. Zusammenhang von i, (x) und ¢,(p) fir beliebiges | a )

Wir suchen nun die Transformation, welche einem Basiswechsel vom Ortsraum in den Impulsraum ent-
spricht. Durch Einfiigen der 1 konnen wir schreiben

l!/a(X)=<x|cv>=fdp<XIp><p|0/>- (1.8.216)

Mit Hilfe des Matrixelements (1.8.215) zwischen Orts- und Impulseigenzustand und { p | @ ) = ¢, (p) wird
daraus

1 i
Yalx) = fdp e o (p). (1.8.217)
! V2rh !
Ebenso berechnen wir ¢,(p) = (pla) = fdx {plx) x|a), woran wir ablesen konnen, dass
1 ;
do(p) = fdx e Py, (x). (1.8.218)
V2rh

Damit stellen wir fest, dass die Wellenfunktionen im Orts- und Impulsraum durch eine Fouriertransfor-
mation ineinander iibergefiihrt werden:

F o) = Flal(p) = ¢u(p), (1.8.219)
F': ga(p) = F [l () = Ya(x) . (1.8.220)

Kommentare

e Dieser “magische” Zusammenhang folgt allein aus den kanonischen Kommutatorrelationen: Die
Relation [, p] = if wird erfiillt von p = iid,, und daraus folgt unmittelbar (x|p) ~ eiP* was
wiederum direkt auf die Fouriertransformation fiihrt. Dieser Zusammenhang wird deshalb im all-
gemeinen immer dann auftreten, wenn [A, l§] =1-c, wobei c eine Konstante ist.

e Was ist die physikalische Bedeutung von 7?7 Die Wellenfunktion eines Impulseigenzustands lésst
sich, wie wir gesehen haben, schreiben als

Lo |

V2rh V2nh

W,(x) = ek mit k:%’ (1.8.221)

also
2w

Teilchen mit Impuls p <> Ebene Welle mit Wellenzahl k = 4= (1.8.222)

St
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1. Grundlagen der Quantenmechanik

Dies ist die de-Broglie-Relation fiir Materiewellen,
p = hk. (1.8.223)

Man kann diese Relation experimentell, z.B. mittels Elektronenstreuung an Kristallgittern (Davisson-
Germer, 1927 [3]), untersuchen und auf diese Weise die Naturkonstante % = h/(27) = (27)"'6.67 -
1073*Js = 1.05 - 1073* Js experimentell bestimmen.

o Umgekehrt kann man % im Impulsraum darstellen:

[p, &] = —in, (1.8.224)
(£¢) (p) = +ihdp¢(p). (1.8.225)

Obige Relationen fiir eindimensionale Systeme konnen sofort auf R verallgemeinert werden,

&Ix) =x|x), (x|x)=6Yx-x), Pplp)=plp) (1.8.226)
sowie
fd3x|x>¢/(x)= 1 und P|x)=—-iAVy(x). (1.8.227)
Wir erhalten daraus
Yo(X) = - f & peiP* ¢, (p), (1.8.228)
(2xh)2
do(P) = : S f Pxe Py, (x), (1.8.229)
(27h)2
(x|p) = ——ctP. (1.8.230)
nh)?

1.8.3. GauBsches Wellenpaket

AbschlieBend betrachten wir noch als ein weiteres wichtiges Beispiel fiir eine Wellenfunktion im Orts-
raum, welche keine ebene Welle darstellt, das Gaulsche Wellenpaket:

Yalx) = (;)‘l‘ emaaxHke g e R (1.8.231)
In den Ubungen werden wir folgende Erwartungswerte berechnen:
o (%)=0,
o ()= (Ax2 =41,
* (p) ="k,
o (=1 (5+K).
Daraus folgt unmittelbar, dass

2
(Ax)*(Ap)* = % (1.8.232)
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Dies bedeutet, dass ¢, (x) minimale Unschirfe hat (AxAp > g). Man kann zeigen, dass dies die einzige
Wellenfunktion ist, welche die Unschirfeungleichung saturiert. GauB3sche Wellenfunktionen bezeichnet
man daher im Englischen oft als “maximum uncertainty states”.

Durch expliziten Vergleich der Wellenfunktionen im Orts- und Impulsraum erkennen wir den Zusammen-
hang

Lokalisierung im Ortsraum-Raum o Delokalisierung im Impulsraum (1.8.233)
Ax — 0 o Ap — (1.8.234)

Anders ausgedriickt:
|a) stark lokalisiert im x-Raum & ¢,(p) signifikant tiber weiten Impuls-Bereich (1.8.235)

Ein im Ortsraum stark lokalisierter Zustand entspricht daher im Impulsraum einem Wellenpaket, welches
Beitrdge von vielen verschiedenen Wellenzahlen bzw. Impulswerten erhélt. Dieser Zusammenhang ist
uns natiirlich aus der Theorie der Fouriertransformationen wohlvertraut.
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2. Quantendynamik

2.1. Zeitentwicklungsoperator und Schrodingergleichung

Die Zeitentwicklung wird in der qm standardmifBig nur parametrisch erfasst: Die Zusténde als Elemente
(Vektoren) des Hilbertraumes bewegen sich in der Zeit, in der Regel in kontinuierlicher Weise, in diesem
Raum. Konzepte, welche einen Operator fiir Zeit als Observable beinhalten, wurden seit Paulis Feststel-
lung, dass diese der Beschrinktheit des Energiespektrums nach unten widerspriachen, wiederholt vorge-
schlagen,! haben sich aber bislang nicht durchsetzen konnen. Vielmehr hat sich als Verallgemeinerung der
oM die Quantenfeldtheorie als tragfihig erwiesen, in der sowohl Ort wie auch Zeit parametrisch behandelt
werden und die damit auch fiir relativistische Systeme mit Lorentz- und Poincare-Symmetrie gilt. In die-
sem ersten Abschnitt stellen wir eine Beschreibung der Zeitentwicklung von Zustinden im Hilbertraum
mittels eines Zeitentwicklungsoperators auf. AnschlieSend fithren wir einen Generator fiir infinitesimale
Zeitentwicklungen ein und identifizieren ihn mit einer Quantenversion der Hamiltonfunktion. Dies fiihrt
uns zur Schrodingergleichung fiir den Zeitentwicklungsoperator und damit fiir Zustéinde im Hilbertraum.
AbschlieBend besprechen wir das System der Energie-Eigenzustinde des Hamilton-Operators als Basis
des Raums.

Gegeben sei ein Zustand | @ ) zur Zeit fy. Wir schreiben im Folgenden | a, 1 ). o ist hier ein Parameter,
nicht Eigenwert bzw. “Quantenzahl”. Wir wollen nun analysieren, in welchem Zustand sich das System
zur Zeit t befindet. Wir parametrisieren dazu die Zeitabhidngigkeit, indem wir den Zustand zur Zeit ¢ als
|a,t) schreiben.?

Ahnlich (aber nicht entsprechend) dem Translationsoperator 7'(Ax) fithren wir den Zeitentwicklungsope-
rator U(t, tp) ein:
la,t) =Utt)|ato) . (2.1.1)

Fiir U(t, 1y) fordern wir folgende Eigenschaften:

IEin Zeitoperator 7 sollte kanonisch konjugiert sein zum Hamilton-Operator im Sinne von [H, f] = i%i. W. Pauli hat bewiesen,
dass ein solcher Operator nicht selbst-adjungiert sein kann, denn dies wiirde der Existenz eines minimalen Energie-Eigenwertes
widersprechen. Siehe dazu: W. Pauli, Die allg. Prinzipien der Wellenmechanik [15]. Allerdings kann ein Operator 7 definiert werden,
der schwichere Eigenschaften erfiillt (insbesondere Hermitizitit). Eine Diskussion, inwieweit dies ausreicht, um einen Zeitoperator
sinnvoll zu definieren, findet sich z.B. in V. S. Olkhovsky, Time as a Quantum Observable, Canonically Conjugated to Energy, and
Foundations of Self-Consistent Time Analysis of Quantum Processes, [16] oder K. Bostréom [17, 18].

’In dieser Notation darf man der “Quantenzahl” « keine absolute Bedeutung geben. Ist beispielsweise « ein Index oder Ei-
genwert, welcher einen Eigenzustand | @ ) eines Operators markiert, so bezieht sich diese Bedeutung auf einen gewissen Zeitpunkt,
etwa fy, wie hier mit | @, #) ) = | @) impliziert. Zu einem anderen Zeitpunkt ¢ # fy entspricht dann der Zustand |, ¢ ) in aller Regel
nicht dem Eigenzustand zum Index/Eigenwert @ — es sei denn es handelt sich um einen Energie-Eigenzustand des Hamiltonians,
welcher auch die Zeitentwicklung bestimmt. Falls also die Bezeichnung mittels @ auf eine feste Zeit #y bezogen ist, sollten wir den
Zustand eher als | @, tp; ¢ ) schreiben, um diesen Bezug festzuhalten, wobei | @, to; 1 ) = | @, #o ). Hier und im Folgenden werden wir
die Bedeutung von « erst einmal nicht weiter festlegen sondern lediglich den Bezug zwischen Zusténden zu verschiedenen Zeiten
t > to diskutieren.
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e Unitaritit: U (@, to)f U (t,19) = 1, damit die die Normierung des Zustands erhalten bleibt:

(a,tp|la,thy=1 = (a,t|la,t)y=1.

e Transitivitit: U(ty, t0) = U(ta, 11)U(t1, 1), wobei ty < t; < t,, damit sich jeder Zustand | @, ¢ ) mittels
U eindeutig in jeden anderen Zustand | @, ¢’ ) evolvieren la6t.

e Stetigkeit: limg,_o U(ty + 61, 19) = 1 = U(to, 10) .

Um den Zeitentwicklungsoperator fiir ein gegebenes physikalisches System zu bestimmen, gehen wir
dhnlich vor wie in der klassischen Mechanik, so, wie wir das schon beim Translationsoperator und dem
Impuls als dessen Generator getan haben. Die Stetigkeit von U ist eine Voraussetzung fiir eindeutige
Differenzierbarkeit, welche wir als Konsequenz aus diesem Vorgehen bendtigen werden. Wie bei der
Translation im Ortsraum nehmen wir an, dass die eine infinitesimale Zeittranslation um dr durch einen
Operator Q erzeugt wird, welcher durch eine Entwicklung von U(fy + dt,1y) zu erster Ordnung in dr
definiert ist,

Oty + dt, 19) = 1 — i Q(t0) dt . (2.1.2)

Die Zeittranslation erfolgt damit im Tangentialraum zu konstanter Norm des Zustands, d.h., U ist uni-
tir, falls QF = Q hermitesch ist. Auch Transitivitit und Stetigkeit sind erfiillt, Q(10) generiert also zum
Zeitpunkt #( die Zeittranslation um dz.

Wie im Kontext von 7' sowie des Impulses p interpretieren wir €, indem wir uns an der klassischen Dy-
namik orientieren: Klassisch generiert die Hamiltonfunktion die Zeittranslation von Funktionen, welche
auf dem Phasenraum definiert sind. Da wir hier zunichst die Zeittranslation der Zustinde betrachten,
aber noch nicht die der Phasenraum-Variablen bzw. Operatoren und der daraus zusammengesetzten Ope-
ratoren, verweisen wir fiir die Details auf Abschnitt 2.4 und postulieren hier vorab, dass der Generator
proportional zum Hamilton-Operator ist,

QoA H = Hamilton-Operator = Observable der Energie . (2.1.3)

Eine Einheitenbetrachtung ergibt unmittelbar, dass [Q] = 1/Zeit, wihrend [H] = Energie = Wirkung/Zeit.
Daraus folgt wiederum, dass eine Konstante mit Einheit einer Wirkung einzufiigen ist, und wir postulie-
ren, dass

Q=-A. (2.1.4)

Sk —

Bemerkungen: (a) Die Proportionalititskonstanten in K = p/f und Q = A/ miissen nicht a priori
dieselben sein. Dass 7 die Proportionalititskonstante darstellt, ergibt sich spiter aus den Bewegungsglei-
chungen und muss dariiberhinaus experimentell untermauert werden.

(b) Der Einfachheit halber nehmen wir hier zuniichst an, dass H nicht explizit zeitabhingig ist. Wir werden
auf den allgemeinen Fall eines zeitabhidngigen Hamiltonoperators aber auch gleich noch zuriickkommen.
Zur Herleitung der bestimmenden Gleichung fiir U1, ty) entwickeln wir:

fh = t_ — t+dr,
Uty) U(t+der)

Dies entspricht:

Ut +dt, 1) = U@t +dt, ) U(t,10) = (1 — %H dn) U(t, 1) (2.1.5)

53



Quantendynamik
Eine Taylorentwicklung von U(t + dt, ty) zur fiihrenden Ordnung ergibt alternativ hierzu:
N N 0 A
Ut +dt, 1) = Ut tp) + dt& Uui,t), (2.1.6)
so dass in Kombination der beiden Ausdriicke die Bewegungsgleichung
0 A IR
1ha—t U(t, ty) = HU(t, ty) 2.1.7)

resultiert. Zusammen mit der Definition des Zeitentwicklungsoperators, |, 1) = U(t, 1) | @, to ), erhalten
wir daraus die

Schrodingergleichung fiir die Zeitentwicklung eines Zustands:

3 X
i la.t)=Hlar). (2.1.8)

Die Gleichung (2.1.7) fiir U(t, 1p) mit der Randbedingung U(to, to) = 1 kann auch fiir sich allgemein ge-
16st werden:

e Falls A wie angenommen konstant in 7 ist, gilt einfach U(t,19) = e if-0)/h Diese Funktion des
Operators H ist definiert iiber die Taylorreihe der Exponentialfunktion.

e Falls H = A(r) explizit zeitabhiingig ist, schreiben wir (2.1.7) in eine Integralgleichung um,

t t

0 A N .
fdt’ihEU(t’,to)z fdt'H(t’)U(t',to), (2.1.9)
Iy 4]
—— ——————
in[U(t.10)-1]
woraus folgt:
t
O(t,1) = 1 - % f A A0 1) . (2.1.10)

o

Nun konnen wir die linke Seite in die rechte einsetzen und dies iterativ wiederholen. So findet man die

Dyson-Reihe

o n ¢ 1 Th-1
U, 1) = 1+Z(—%) fdzlfdzz...fdtnﬂ(rl)...lfl(z,,). (2.1.11)
n=1 0 I I

Umgekehrt sieht man daran, dass eine Ableitung der Dyson-Reihe nach 7 in jedem Term das Integral tiber
t; entfernt, #; bei ¢ auswertet und somit insgesamt die Reihe mit einen Faktor —iA(®) /R multipliziert, so
dass der durch die Dyson-Reihe gegebene Operator U(t, 1) in der Tat die Schrodingergleichung

im0, 0(z,10) = HOU (1, 1), mit  U(ty, 10) = 1 (2.1.12)
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erfiillt, worin H(7) zur Zeit ausgewertet ist.
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Bemerkungen:

e Die Zeiten in jedem Term der Dyson-Reihe (2.1.11) sind chronologisch geordnet:

Nimmt man wieder H(7) = H an, so kann man A" aus den Integralen herausziehen und alle Inte-
grallimites zu ft ) dz; erweitern, wenn man das Produkt der Integrale mit 1/z! multipliziert. Damit
vereinfacht sich die Dyson-Reihe zu

: t
U(t, t0) = exp {—%f dt’ﬁ]} = g il (-0 (2.1.13)
to

o Die vorige Rechnung gilt ebenso, wenn der Hamilton-Operator zwar zeitabhéngig ist, zu verschie-
denen Zeiten aber mit sich selbst kommutiert, also [H(;), H(t;)] = O fiir beliebige #; # t;. Dann
ist

U(t,to)zexp{—% f dt’PI(t’)}. (2.1.14)

e Im allgemeinen Fall [A(z;), H(t )] # 0 muss die Reihenfolge der A(t;) in den Vielfachintegralen der Dyson-
Reihe eingehalten werden. Zum Beispiel gilt in zweiter Ordnung (I:I,i = H®)):

3 ] . . 1 3 ] . . 3 ] . .
f dtl f dtz H(t)H(t,) = z [f dtl f dtszl H,z + f dtzf dtl thH,1:| s (2.1.15)
0 0 0 0 0 0

wobei wir im zweiten Term #; < f, umbenannt haben. Da im zweiten Term {iiber das obere Dreieck im
Quadrat {#; € [0,7], 1, € [0, ]} integriert wird, konnen wir die Terme zusammenziehen,

1 [ ' - -
(2.1.15)=§f0dt1f0dt2 ot - ) A, A, + (1= 00 - ) ALA, (2.1.16)

worin die Heaviside theta-Funktionen (8(r) = 1 fiir # > 0, 6(¢) = 0 fiir t < 0) fiir die richtige Reihenfolge
der A, sorgen.

Wir definieren den Zeitordnungsoperator 7,
T(At)... At)

= D7 Otp, — 1) Otp, — tp) -+ Oltp, ., — 1p,) Atp,) Altp,) - Altp,), @.1.17)
P(1,...,n)

welcher fiir die Anordnung der A(t;) in aufsteigender Zeitfolge, tp, > tp, > ... > tp,, von rechts nach links
sorgt. P(1,...,n) = (Py,...,, P,) bezeichnet hier die Permutationen der natiirlichen Zahlen < n. Damit gilt,

dass . .
1 PN
(2.1.15) = Efo dr, fo o, 7 (A, A,,) (2.1.18)
und allgemein fiir die U darstellende Reihe:
Ut 1) = Texp{ dr A }
iV' 1 [
=1+) —£ A [ |dor (A, - A,) . (2.1.19)
1 i=1

n=
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2.1. Zeitentwicklungsoperator und Schrodingergleichung

Damit 148t sich das zeitgeordnete Exponentialintegral auch als zeitgeordnetes Produkt schreiben,
: i
Ut,t)=T | |1 - zd/AE)|, 2.1.20
(t.10) ]_[O( i A >) (21.20)

was insbesondere fiir die numerische Auswertung niitzlich ist und uns spéter zur Pfadintegraldarstellung
fithren wird.

Noch einige grundsitzliche Bemerkungen:

e Die Schodingergleichung (SG) ist eine /ineare Differentialgleichung (DGL) erster Ordnung in t.
Zu ihrer Losung bendtigt man als Anfangswert also nur den Zustand |, 7y ) zur Zeit t = fy. Dies
steht im Gegensatz zu den klassischen Bewegungsgleichungen fiir kanonische Koordinatenpaare.
Wir werden jedoch sehen, dass man in gewissem Sinne Real- und Imaginirteil der Wellenfunktion
als kanonisch konjugiert zueinander auffassen kann (— Kohirente Zustinde des Harmonischen
Oszillators).

e Die Zeitentwicklung des Zustands | @ ) unter der SG ist vollig deterministisch. Der probabilistische
Charakter der Quantenmechanik kommt erst durch den Messprozess zustande. Das ungestorte Teil-
chen propagiert unitdr.

Von besonderem Interesse sind im folgenden die
Energie-Eigenzustinde:

Im folgenden betrachten wir H = const. in der Zeit, in welchem Fall die Eigenzustinde {|a )} von A,
Hla)=E,la), (2.1.21)

ebenfalls zeitunabhingig sind und eine Orthonormalbasis im unendlich-dimensionalen Hilbertraum bil-
den. Wir vergleichen die Zeitentwicklung eines solchen Energie-Eigenzustands mit der eines allgemeinen
Zustands.

o Hierfiir bestimmen wir zunéchst die Zeitentwicklung des Energie-Eigenzustands | a ):
Sei |a,fp)=la) = lat)=e 10| g 1) = e iEalt=) | 4y (2.1.22)

Dies bedeutet, dass jeder Energie-Eigenzustand im Laufe der Zeitentwicklung lediglich mit einem
Phasenfaktor multipliziert wird. Hieraus folgt da der Erwartungswert eines beliebigen Operators
B bzgl. eines Energie-Eigenzustands zeitunabhiingig ist,

(a|Bla) — (a|eifat=0) BeiEadt=0) | 4\ = (q| Bla) . (2.1.23)

Ein Energie-Eigenzustand | a ) heilit deshalb stationdrer Zustand — seine zeitabhingige Phase 143t
Erwartungswerte stationdr.

e Zum Vergleich wihlen wir einen allgemeinen Zustand | ), welchen wir stets in den Energie-
Eigenzustinden {| a )} entwickeln koénnen,

o) = ) ealto)a) . (2.1.24)

a
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Der Zustand zur Zeit ¢ lautet dann
1) = D cad]a) = e H10 N e (1) a)

= calto) e i [a) (2.1.25)

d.h., cu(t) = e #Ea=0)¢ (1y). Der Zustand ist damit i.allg. ein nicht-stationéirer Zustand, und zwar
dann, wenn mehr als ein Eigenzustand | a ) zur Summe beitrdgt, also mehr als ein ¢, (7)) # 0 ist.

Wir formulieren hieraus folgende allgemeine Losungsstrategie fiir die Schrodingergleichung, fiir den
Fall eines zeitunabhingigen Hamilton-Operators:

e Entwickle | @, fy ) in einer Eigenbasis von A,

o) = ) calto)|a) . (2.1.26)

a

e Der Zustand zur Zeit 7 resultiert zu | @, 1) = Y c,(f) |a ) mit ¢ (r) = e 7 E=0¢,(1)).
a

Als Probe konnen wir riickwirts rechnen und erhalten, wie erwartet,

lant) = ) calto) e HE0) |a)
a
= D (ala,t)e i a)
a
= e 110 N a) (ala,)
a

— e—%lfl(f—to) | a.t > - U([’ t()) | a, ty > R (2127)

wobei wir die Vollstindigkeit der Basis, ), |a ) {a| = 1, ausgenutzt haben.

2.2. Schrodingergleichung fur Wellenfunktionen und Propagator

2.2.1. Schrédingergleichung im Ortsraum

Im folgenden gehen wir einen Schritt zuriick von unserer allgemeinen Formulierung mittels Zustidnden
im Hilbertraum und betrachten spezifische Darstellungen dieser Zustinde, zunichst wieder im Ortsraum.
Dies fiihrt uns zur bekannten Form der Schrodingergleichung als Differentialgleichung in Raum und Zeit.
Dariiberhinaus werden wir die Schrodingergleichung fiir den Zeitentwicklungsoperator U in Ortsdarstel-
lung kennenlernen. Eine solche Darstellung des Operators U entspricht einer unendlichdimensionalen
Matrix (x| U |y ), welche eng mit dem sogenannten Propagator der Schrodingergleichung verbunden ist.

Wir konnen die Schrodingergleichung (SG) fiir einen allgemeinen zeitabhéngigen Zustand | e, ¢ ),

iho,|a,t)=Hla,rt), (2.2.28)
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2.2. Schrédingergleichung fiir Wellenfunktionen und Propagator

in eine Gleichung fiir die Wellenfunktion ,(X,f) = (x|, t) umschreiben. Im gewohnlichen Fall eines
zeitunabhdngigen Hamilton-Operators hat A die Form

P

WV =v®). (2.2.29)
2m

H=T+V, mit T=
Hierist 7' = T(p) der Operator der kinetischen und V(&) der Operator der potentiellen Energie. Wir werten
die SG in Ortsdarstellung, definiert wie zuvor als (x|i%d; | a,t) = (x| H|a,t), mithilfe der folgenden
Identitéiten aus:

(x|pla,ty = —iEV(x|a,t), (2.2.30)
f,Z h2
(x| —la,t) = ——A(x|a,t), (2.2.31)
2m 2m
(x|VR)|a,t) = V(xNx|a,t), (2.2.32)
2
—  ihd(x|a,t) = (—;—mA+V(X))<x|a,t). (2.2.33)

Damit erhalten wir die Darstellung der

Schrodingergleichung im Ortsraum,

2
hoWa(x,1) = (—;—mA + V(x)) Ya(X,1). (2.2.34)

Beachte: Wenn y/(x, ) Losung ist, so ist ¥(x, —f) keine Losung derselben SG, weil die SG eine DGL
erster Ordnung in ¢ und damit der Zeitentwicklungsoperator nicht symmetrisch unter der Zeitumkehr
ist. Da der Zeitentwicklungsoperator ~ id, proportional zur imagindren Einheit ist, und auerdem der
Hamilton-Operator als invariant unter der Zeitumkehr angenommen wurde, ergibt sich also aus der SG,
dass ¥*(x, —t) genau dann eine Losung ist, wenn y/(X, 7) eine Losung ist. Dies bedeutet also, dafl die SG
invariant unter der Zeitumkehr + — —¢ ist, wenn man gleichzeitig die Losung komplex konjugiert, d.h.,
sie besitzt Losungen fiir positive wie fiir negative Zeitrichtung, welche voneinander abhéngig sind,

t— —t = Y, 1) = (X, —1).

Dies ist der tiefere Grund dafiir, dass der Hilbertraum der Zustinde ein komplexer Vektorraum sein muss.
Andernfalls wire keine Zeitumkehr-invariante Bewegungsgleichung erster Ordnung in t moglich. Unter
der gegenteiligen Annahme, dass der Zustandsraum ein reeller VR sei, miisste U(z, 1y) orthogonal sein,
dh., UT = U™, um eine Norm-erhaltende Zeitentwicklung und damit die Wahrscheinlichkeitsinterpre-
tation des Quadrats der Wellenfunktion sicherzustellen. Die SG wire damit reell und nicht Zeitumkehr-
invariant.’ AbschlieBend sei noch bemerkt, dass die Annahme der Zeitumkehrinvarianz von H konsistent
mit der Beobachtung ist, dass diese Symmetrie ausschlieSlich von der schwachen Wechselwirkung ver-
letzt wird, deren Betrachtung wir hier ausschlieen wollen.

Auch in der Ortsdarstellung ergibt sich aus der SG die einfache Zeitentwicklung fiir Energie-Eigenzu-
stinde | a, ty ), welche durch H |a,ty ) = E,|a,ty ), mit, moglicherweise (teilweise) entarteten, Energie-

3Eine solche Form hat z.B. die Diffusionsgleichung, d;P(x, t) = DAP(x, t), welche etwa das einseitige Zerflieen einer anfangs
lokalisierten Verteilung P(x, f) beschreibt. Die riickwirts in der Zeit laufende Entwicklung wird durch eine entsprechende Gleichung
beschrieben, fiir die D — —D zu ersetzen ist.
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Eigenwerten E,, definiert sind:
WX, 1) = (x| U(t = 19) | a, 19 ) = e 50y, (x, 1) . (2.2.35)

Eingesetzt in die SG ergibt dies die*

Stationére Schriodingergleichung,

2
(—h—A + V(x)) Va(X,1) = E 0., 1), Erwin Schrodinger (1926), (2.2.36)

2m

deren Losungen die Wellenfunktionen der Energie-Eigenzustinde darstellen.

Die allgemeinen Losungen der zeitabhingigen SG iho(x,1) = (Flw)(x, t) lassen sich damit wie folgt
ermitteln:

¢ Finde eine Energie-Eigenbasis von Wellenfunktionen:
A0 = B [ @x,00.1600 = 6. (2237)
o Entwickle die Wellenfunktion des Anfangszustands in dieser Basis:

YE 1) =) CuxaX)  mit ¢, = f &y x5 W) U 10) (22.38)

n

e Es folgt sofort, dass

P = Y e By (x)
= [ Y e O 0. (22:39)
Damit erhilt man
v = [ dy Gy v, (22.40)
G ty,00) = ey, (x). (2.2.41)

n

(2.2.41) definiert eine Darstellung des Propagators mittels der Energie-Eigenfunktionen.

2.2.2. Beispiel eines kraftefreien Teilchens

Wir demonstrieren dies am Beispiel des kriftefreien Teilchens in einer Dimension, dessen Hamilton-
Operator keinen Potentialterm aufweist,

4Siehe die Serie der vier “Mitteilungen” Schrodingers in den Annalen der Physik, Ref. [19-22], eingereicht zwischen 27. Januar
und 21. Juni 1926. Zur expliziten Form der zeitabhingigen Schrodingergleichung gelangte der Autor erst in der 4. Mitteilung [22].
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2.2. Schrédingergleichung fiir Wellenfunktionen und Propagator

52 2 32
~ D h d
p=-£ - _° - 2.2.42
2m 2m dx? ( )
Wir suchen zunichst die Energie-Eigenzustinde, definiert durch —(72)2m)d*u(x)/dx* = Eu(x). Der
Losungsraum dieser Gleichung wird von den Funktionen

ikx —ikx

u(x) = \/%e , u_r(x) = \/%e = u, (x) (2.2.43)

aufgespannt. Die zugehorigen Energie-Eigenwerte lauten

hZ k2 2
Eg=—-—>= r ) (2.2.44)
2m  2m
welche aufgrund der Z,-Symmetrie x — —x (Parititssymmetrie) des Hamilton-Operators H (entspre-
chend derselben Symmetrie der klassischen Hamiltonfunktion) jeweils zweifach entartet sind.

Wir wollen nun, ausgehend von dieser Basis von Eigenzustinden zum kontinuierlichen Spektrum der ki-
netischen Energie die volle SG i0,y/(X, f) = (Hy)(x, 1) 1osen. Als Beispiel wihlen wir hierfiir einen An-

fangszustand zur Zeit ty = 0, welcher durch ein GauBisches Wellenpaket, y/(x, 0) = (a/ n)f exp(—ax2 / 2),5
definiert ist und folgen hernach unserem allgemeinen Losungsschema:

1. Schritt: Expansion des Anfangszustands in Energie-Eigenfunktionen uy:

1 . 1 .
Y(x,0) = — f dkc(k)e™, mit c(k) = — f dx y(x, 0)e %, (2.2.45)
V2 V2r
2. Schritt: Zeitpropagation:
W(x, 1) = f dk c(k) e**e bt = f dk c(k) elkx-intk?/2my (2.2.46)
3. Schritt: Explizite Losung: Mithilfe des in die komplexe Ebene erweiterten Gaul3-Integrals
f dke-asik = [Tt (2.2.47)
a
berechnen wir
1) S
4 a\i 10,2 .
c(k) = (—) ey = (—) (/@) (2.2.48)
na Y S 04 ())

worin y(t) = ha(t — ty)/m. Der GauBBsche Exponentialfaktor 146t sich in eine Amplitude und eine Phase

faktorisieren, , 5 5
X a B _ Xa . xay(t)
|5 i) =) o U s ) (2249

woraus folgt, dass die Breite des GauBpakets entsprechend der Zeitabhéngigkeit von y zunimmt. Nach

SVgl. Abschnitt 1.8.3.
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weiterer expliziter Rechnung (siehe Ubungen) ergibt sich die Ortsunschirfe zur Zeit ¢ zu

K22

Ax)? = (A2 + ———
(A7 = (Ao 4m2(Ax)%,

(2.2.50)
Wegen (Ax)*(A p)2 = hi2/4 zur Zeit t = 0, bei der die Wellenfunktion ein GauBsches Wellenpaket darstellt,
schreiben wir dies als )

APy

(A7 = (A2, + e

(2.2.51)

Wir finden demnach, dass das Wellenpaket eines freien Teilchens mit der Zeit zerflief3t, d.h., das Teilchen
ist trotz anfinglicher Lokalisierung zu spiteren Zeiten zunehmend delokalisiert. Je stirker das Teilchen
urspriinglich lokalisiert ist, desto schneller fliet das Wellenpaket mit der Zeit auseinander. Der Grund
dafiir ist, dass eine starke Lokalisierung eine hohe Impulsbreite verursacht. Das Zerflieen entsteht nun
durch die unterschiedlichen Geschwindigkeiten der Impulskomponenten. Dieses ZerfliefSen des Wellenpa-
kets ist ein wellenmechanisches und damit quantenmechanisches Phianomen ohne klassisches Analogon.
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2.2. Schrédingergleichung fiir Wellenfunktionen und Propagator

Zusitzliche Anmerkungen:

e Das Wellenpaket ist und bleibt zu allen Zeiten normiert:
f dxly(x, 0 = f dxf —dk’ Y )k, 1g) 715! 35 K D)
, Van
dkdk’ , , 20
= —l// (k, 10) Y(k', 10) 2m6(k — k') exp l—(k = k') - 19)
= f dk|y(k,1)> =1 (Parseval Theorem). (2.2.52)

e Fiir ¢t = 1, ist die Wellenfunktion reell:

1 2
Yalx,to) = (3)4 exp {—ﬁ} : (2.2.53)
T 2
Im Limes 1/a — O stellt
lim 7, (x, t9) = 6(x) (2.2.54)

eine Diracsche §-Distribution dar, d.h. eine verallg. Eigenfunktion zum Ortsoperator mit Eigenwert x, = 0.
Fiir eine Ortsunschirfe von
1 a—oo

(AX)i=y = % —0 (2.2.55)

flieBt, wegen (Ap)i—y, = h(Ax),;‘,0 /2 = hiva/2, das Wellenpaket geméil

B0, = /= [1 470 \/7 (t- (2.2.56)
2a

linear mit der Ausbreitungsgeschwindigkeit v = (Ap).,,/m = h va/2/m auseinander. Wir sehen also,
dass ein einmal im Intervall der Breite ~ a~'/? lokalisiertes Teilchen nach infinitesimal kurzer Anfangsent-
wicklung, At ~ 1/a, mit Geschwindigkeit v ~ +/a delokalisiert ist. Diese Delokalisierung, Ax ~ v(t — 1y),
erfolgt wesentlich schneller als das durch die Diffusionsgleichung beschriebenes ZerflieBen eines “Heat-
Kernels” (Wiarmeleitungskerns), der Fundamentallosung der Warmeleitungsgleichung, vgl. Fuinote 3 auf
S. 59, dessen Breite mit Ax ~ +/f — £, anwiichst.

e Wir betrachten noch die “lokale Wellenzahl”

k(x) = x~"arg[y (x, )]
_¢0 a_y©®

" 211y (t)x (2.2.57)

mit ¢ = arg[(1+iy)~!/?]. Fiir groBe Zeiten, y > 1, ist ¢ = —n/4 und die lokale Wellenzahl fiir x > +/my/2a
ist ndherungsweise

1 X
k ~
) tht—l()

entsprechend einer lokalen “Teilchengeschwindigkeit” x/ [2( — 15)] .

(2.2.58)
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2.2.3. Propagator

AbschlieBend stellen wir noch einige wichtige, aber etwas formalere Betrachtungen zum Konzept des
Propagators G(x, t;y, #p) an, welcher durch die Zeitentwicklung der Wellenfunktion definiert ist,

Y(x, 1) = f Py Gx, 13y, 10) Yy, to) - (2.2.59)

G(x, 1y, ) stellt also den Zeitentwicklungsoperator in der Ortsbasis dar: Ausgehend von

la,t) = Ut, 1) |, 1o ) (2.2.60)
finden wir
(xlat) = (x10Gx0) [ Ely)iylam) (2.261)
Sutn = [ @060y, (22.62)
G(x,1;y,10)

In der Tat gilt, in Ubereinstimmung mit (2.2.41), dass
(x10G,10)ly) = > (x| 0t 1) [n)(nly) (2.2.63)

= D e T a(x). (2.2.64)

Wir haben also folgende wichtige Interpretation des Propagators:

G, 1y,10) = (x| U(t, 1) |y ) = (x| e 100 1y ) . (2.2.65)

Man beachte hierbei, dass lim;,;,,G(X,t;y, o) = 6¥(x —y), d.h. der Propagator divergiert bei ¢ = f9 und
X =Y. Von theoretischem Interesse ist insbesondere die Grofe

G(r—ro>=fd3yc<y,r;y,ro) =fd%Z<y|e‘%E"<"’°>|n><n|y>
- | & n n Ve #En(t—to) - n f & nYe~ i Enlt=10)
f y;< ¥ )(yIn) ;< | ylil)(yl)
= Z e~ i Enli=to) (2.2.66)

G(t — tp) erhilt Information iiber das Energiespektrum und fiihrt zur Beschreibung der Quantenmechanik
mittels Greenscher Funktionen. Diese spielen insbesondere in der Quantenfeldtheorie eine wichtige Rolle.
Von zentraler Bedeutung dabei ist die retardierte Greensche Funktion

GR(x,1;y,10) = —%e(t —10)(x| Ut 1) |y) = (x|GR(t, 1) |y) . (2.2.67)
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2.3. Wahrscheinlichkeitsstrom & Kontinuititsgleichung

welche nur fiir 7 > ¢y ungleich Null ist und die definierende, inhomogene Differentialgleichung
[(i7d, = H) G* (1, 10)1(x,y) = 6(1 = 10)5(x ~ y) (2.2.68)

16st. Sie ist somit die Ortsdarstellung der Inversen des Schrodingeroperators i:id; — H und spielt z.B. eine
wichtige Rolle fiir die Losung einer “inhomogenen” SG, bei der die Inhomogenitit durch das Potential
multipliziert mit der Wellenfunktion gegeben ist. Wir kommen im Rahmen der Streutheorie in Kap. 8
hierauf zuriick.

2.3. Wahrscheinlichkeitsstrom & Kontinuitatsgleichung

Wir betrachten die Grofe
pX, 1) = Y (X, ) (X, 1). (2.3.69)

Die physikalische Interpration von p(x, f) ist die einer Wahrscheinlichkeitsdichte, denn die Wahrschein-
lichkeit dafiir, das Teilchen mit Wellenfunktion ¢(x, t) zur Zeit f im Volumen V zu finden, ist

P(Teilchen ist zur Zeit t im Volumen V) = f d*x p(X,1). (2.3.70)
4
Wir zeigen nun, dass gemiB der SG die Anderung von p(x, ) mit der Zeit durch eine Kontinuitditsglei-

chung beschrieben wird.
Ausgangspunkt fiir ihre Herleitung sind die Schrodingergleichung und ihre komplex Konjugierte,

2
1O (x, 1) (_2h_mA + V(x)) w(x, 1), 2.3.71)

—ihdW* (x, 1)

2
(—h—A + v*(x)) WX, 1). (2.3.72)
2m

Damit erhalten wir die zeitliche Anderung von p als
0ip(X, 1) = (O (X, DW(X, 1) + " (X, O (X, 1)
ih . . i, *
= — [-(AY W + Y AY] + (V= V)y'y . (2.3.73)
2m h
Falls der Hamilton-Operator hermitesch und die Potentialfunktion somit reell ist, V* = V|, fillt es aus
obiger Gleichung heraus,

ih
op = 3oV [V - (V] (2.3.74)

wobei wir beim Herausziehen des Gradienten aus der Klammer zusitzlich beriicksichtigt haben, dass
sich die beim Wiedereinschieben zusitzlich ergebenden Terme ~ Viy*Viy wegheben. Diese Gleichung
beschreibt die lokale Erhaltung eines Stroms j*,

Op(x, )+ V- jx,0) =0, j'(x,1) =0, (2.3.75)
worin der raumliche Anteil j des Stroms j = (p, j) durch

J= [V — (V)] (2.3.76)

ifi
2m
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gegeben ist. Die Grofie j(x, ) beschreibt also eine raumliche Wahrscheinlichkeitsstromdichte. Um die
Erhaltung der Gesamtwahrscheinlichkeit daraus abzuleiten, betrachten wir ein Volumen V mit Rand 0V =
F und integrieren (2.3.75) iiber V. Dies ergibt

4 dxp(x, 1) =—fd3xV-j(x,t):—fdf-j(x,t). (2.3.77)

dt
14 14 v

Im zweiten Schritt haben wir den GauBlschen Integralsatz angewendet. Die Aufenthaltswahrscheinlich-
keit eines Teilchens im Volumen V dndert sich gemil der Differenz der aus dem Volumen heraus- und
hineinstromenden Wahrscheinlichkeitsdichte. Diese Kontinuititsgleichung ist uns von der Hydrodynamik
inkompressibler Fliissigkeiten oder der Zeitentwicklung von Ladungsverteilungen in der Elektrodynamik
her bekannt.

Aus der Unitaritédt der Zeitentwicklung wissen wir, dass die Gesamtwahrscheinlichkeit erhalten bleibt,

d
T fd3xp(x, =0 (Normerhaltung) . (2.3.78)
R3

Diese Eigenschaft ist mit der Kontinuititsgleichung vertriglich: Damit ng ly(x, )]> < oo, bzw., in Kugel-
koordinaten, f dQ fom drr? [y|* < oo, muss |y|> asymptotisch stirker abfallen als 1/73. Damit fillt auch j

stirker ab als 1/r3. Wir beschreiben nun das Integral iiber R? als Integral iiber eine Kugel K(r) um den
Ursprung mit Radius r, im Limes r — oo. Die rechte Seite von (2.3.77) verhilt sich wie

2
lim | df-j< lim4rs -0, (2.3.79)
r

r—00 r—oo

IK(r)

was (2.3.78) entspricht.

Bemerkung: Die Erhaltung der Norm erfordert, dass das Potential reell ist,
V(x) = V(x). (2.3.80)

Komplexe Potentiale V(x) # V*(x) und damit nichthermitesche Hamilton-Operatoren beschreiben dage-
gen Prozesse, bei denen die Norm nicht erhalten ist, z.B. die Absorption oder den Verlust von Teilchen.

Die Existenz des erhaltenen 4-er Stroms j*, d.h. die Giiltigkeit der Kontinuititsgleichung ist mathematisch eine
Konsequenz des Noether-Theorems (Emmy Noether, 1918 [23, 24]), welches besagt, dass jede kontinuierliche
Symmetrie einer Wirkung S, welche die Bewegungsgleichungen invariant 146t, einem erhaltenen Strom ent-
spricht.

Fiir nichthermitesche Potentiale, z.B. V = y/2i, mit reeller Zerfallskonstante y € R, erhilt die Kontinuititsglei-
chung Korrekturen, d,j# = —yj°, welche i.allg. die Nichterhaltung der Norm zur Folge haben. Aber auch in
diesem Fall kann man einen erhaltenen Strom konstruieren, wenn, wie hier, der Potentialterm U(1)-invariant ist.®

Wir werden auf das Noether-Theorem und die zugehorigen Erhaltungsgrofien in Abschnitt 5.3.3 zuriickkommen.

Wir beschiftigen uns nun noch etwas niher mit der physikalischen Interpretation von j(x,#): Aus p =

6Siehe dazu, z.B., mein Skript zur Vorlesung iiber Quantenfeldtheorie von Vielteilchensystemen, Kap. 2.1 (auf Anfrage erhilt-
lich).
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2.3. Wahrscheinlichkeitsstrom & Kontinuititsgleichung

—i7V folgt
f dxjx, 1) = ﬁ[ f Exyx, DPY(x, 1) + f d3xl//(x,t)(13w(x,t))*). (2.3.81)
R3 R3 R3
Dies ist gleichbedeutend mit A
f Erjx, 1) = <p,;(t). (2.3.82)

Dieser Zusammenhang wird relevant in Kombination mit der folgenden Beobachtung: Schreiben wir die
Wellenfunktion mittels der Wahrscheinlichkeitsdichte sowie einer reellen Phase S als

Y(x, 1) = \p(x, 0 ers &) (2.3.83)

(sogen. Madelung-Darstellung), so erhalten wir, dass

iof Vo i igl 1 i
Wy = s | L—en’ S _VS|==Vp+ —pVs. 2.3.84
Yy \//36%(2\//36’+\/ﬁe'h FVo+ 2P ( )
und daraus die Stromdichte in der Form
VS (x,t
I, 0 = p(x,1) & ), (2.3.85)
m

d.h., der Gradient der Phase gibt die Richtung des Wahrscheinlichkeitsstromes an. Definiert man ein
Geschwindigkeits-“Feld” v durch j = pv, so ergibt sich

v(x,1) = %VS x,1), (2.3.86)

und der Erwartungswert des Impulses lautet (p)(¢) = m f d3x p(x, HV(x, ). Damit nimmt die Kontinuitits-
gleichung die folgende, ebenfalls aus der Hydrodynamik vertraute Form an:

d,p+V-(ov)=0. (2.3.87)

Wir betonen hier, dass in der konventionellen Kopenhagenschen Interpretation der Quantenmechanik die
Identifizierung von v = VS (X, #)/m mit der Geschwindigkeit des Teilchens lediglich eine formale Analo-
gie darstellt, da ein Teilchen mit festem Impuls in der QM keine lokalisierte Trajektorie durchliuft.

Bemerkung: Die Gleichung v = VS (x, ¢)/m ist Ausgangspunkt der sogenannten “Bohmschen Interpreta-
tion der Quantenmechanik”, einer von der Kopenhagenschen abweichenden Interpretation der Quanten-
mechanik, in der v das Geschwindigkeitsfeld des Teilchens darstellt.

Wir werden auf diese nah mit Beschreibungen in der klassischen Mechanik verwandten Aspekte auch
nochmals in Abschnitt 7.3 im Zusammenhang mit Wirkungswellen zuriickkommen. Bereits in der klassi-
schen Mechanik, im Rahmen der Hamilton-Jacobi-Theorie, konnte die Dynamik eines Teilchens als eine
Art Wellenausbreitung der klassischen Wirkung formuliert werden. Von dieser Beschreibung ausgehend
hitte man bereits dort ein Analogon der Schrodingergleichung identifizieren konnen, deren geometrisch-
optischer Grenzfall die Punktteilchen-Dynamik ergibt.
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Quantendynamik

2.4. Zeitentwicklung im Heisenberg-Bild

2.4.1. Heisenbergbild und Bewegungsgleichung fur Operatoren

Bisher haben wir die Zeitentwicklung im Schrodinger-Bild betrachtet:
e Die Zustandsvektoren dndern sich mit der Zeit, |, 1) = 0 (tto)|a,ty).

e Die Observablen sind keiner Zeitentwicklung unterworfen. Beispielsweise wird p = —i%d, zu je-
dem Zeitpunkt durch denselben Operator dargestellt .

Von praktischem physikalischen Interesse sind weniger die Zeitentwicklung der Zustdnde, sondern viel-
mehr die Dynamik von Observablen bzw. von Matrixelementen der Observablen bzgl. gegebener Basis-
sdtze. Aus diesen ergeben sich die Wahrscheinlichkeiten fiir alle Megrof3en.

Wir betrachten daher im Folgenden die Zeitentwicklung der Matrixelemente von Operatoren bzgl. einer
gegebenen Basis,

U(): (alA|B)Y bei t=1=0 — (a|U'(t,00A0(1,0)|B) fir t>0. (2.4.88)

Hier rechnen wir die Zeitentwicklungsoperatoren U den Zustinden | ), | B) zu. Alternativ konnen wir
die Zeitentwicklung der Matrixelemente aber auch iiber eine Zeitentwicklung der Operatoren anstelle der
der Zustandsvektoren darstellen. In dieser Form ergibt sich die Zeitentwicklung wie folgt:

U : A — U'@,0AU10), la) — |a). (2.4.89)
Im folgenden schreiben wir: U@t,0) = 0@).
e Die Observable im Heisenberg-Bild ist definiert als
A = UT(HAsU(1), (2.4.90)

wobei Ag den Operator im Schrodinger-Bild bezeichnet. Insbesondere stimmen die Operatoren zu
einem (willkiirlich gewihlten) Referenzzeitpunkt 7y = O iiberein,

An(t = 0) = Ag . (2.4.91)

e Der Zustandsvektor ist zeitunabhingig und

Vi ety =lato=0)=]a)y . (2.4.92)

Damit kann man die Matrixelemente in beiden Bildern berechnen,
s{a,tlAgla,t)s = ulalAut)|a)y . (2.4.93)

Die Zeitentwicklung wird im Heisenberg-Bild durch eine Bewegungsgleichung fiir die Operatoren be-
stimmt, die sich aus der Schrodingergleichung herleiten 148t. Dazu nehmen wir zunéchst an, dass Ag
keine explizite Zeitabhiingigkeit aufweist, 3,As = 0. Die Zeitableitung des Operators im Heisenberg-Bild
ist dann

d . dre o n o
3 An = 4 (0'0AsU0)

dr
= 0,0 0)AsU (1) + UT(1)As0,U1) . (2.4.94)
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An(t) An(t)

%[AHU), U'(nAU1)]. (2.4.95)

Den Hamilton-Operator im Heisenberg-Bild bezeichnen wir als
U'HOU@) = Au(@) (2.4.96)
und erhalten damit die Bewegungsgleichung
d . 1 . N
—An() = —[An(), Hu(1)] . (2.4.97)
dr ifi

Wenn H zeitunabhingig® ist, also U(f) = exp{—iHz}, ist Hy(t) = H und dAy(t)/dt = [Au(r), H1/(ih).
Wenn wir aulerdem eine explizite Zeitabhingigkeit in As haben, also 9,Ag(r) # 0, finden wir die

Heisenbergsche Bewegungsgleichung

d . . 1. .
GAnm = (6tA)H+5_l[AH(t),H], (2.4.98)
mit (a,A)H = U'00,As10@). (2.4.99)

Bemerkungen:

o Das Heisenberg-Bild ist ndher am klassischen Bild: Die Wellenfunktion bzw. der Zustandsvektor
haben kein direktes klassisches Analogon, aber klassische Groen wie Energie, Ort und Impuls
werden zu quantenmechanischen Observablen, die sich im Heisenberg-Bild dynamisch dndern.
Insbesondere ist die Heisenberg-Gleichung (2.4.98) das quantenmechanische Analogon zu

d
3 5@ p.0) = 0:F(q.p.t) + {F(q. p.1). Hlpg . (2.4.100)

Hier ist {F, G}pg = (0,F)(0,G) — (8,F)(0,G) die klassische Poisson-Klammer.’
Beriicksichtigt man, daf} bei der kanonischen Quantisierung die Poissonklammer geméaf

1
{ . Jem—=>=[ ., 1 (2.4.101)
ih

"Die Schrodingergleichung fiir U gilt allgemein auch fiir einen explizit zeitabhingigen Hamiltonoperator, vgl. (2.1.12), worin
H(t) bei der Entwicklungszeit r von U(t, 19) ausgewertet ist!

8Au(r) = A gilt auch ganz allgemein immer dann, wenn der Hamiltonoperator, zu verschiedenen Zeiten ausgewertet, kom-
mutiert, [A(#;), I:l(t_j)] = 0. In allen anderen Fillen stellt Ay (r) den von der Zeit ¢ zur “Schrodingerbild-Referenzzeit” ty (hier = 0)
zuriickentwickelten zeitabhiingigen Hamiltonoperator H(f) dar, wie das fiir jeden Heisenberg-Bild-Operator Ay der Fall ist.

9Gl. (2.4.100) folgt aus der Kettenregel und den Hamiltonschen Bewegungsgleichungen 8,q = dH/dp sowie 8,p = —9H/dq.
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durch den Kommutator ersetzt wird, rechtfertigt dies nachtréglich die Identifikation des Generators
Q der infinitesimalen Zeitentwicklung U(ty + dt, to) = 1 — iQ(t)dr mit H/A, vgl. Gl. (2.1.3).

Wir erinnern zum Vergleich an den entsprechenden Zusammenhang des Translationsoperators mit
dem Impulsoperator als Generator infinitesimaler Translationen. Anstelle von [x) — |x+ Ax) =
T(Ax)| x ) konnen wir die Translation in den Observablen vornehmen,

A - THAXAT(Ax). (2.4.102)

Infinitesimal ergibt sich wegen T(6x) = 1 —i6xK fiir eine Observable das Transformationsverhalten
A — A + 6x[A, K]/i. Dies ist mit der klassischen Transformation einer Funktion F(g, p) auf dem

Phasenraum zu vergleichen,

F(q +dq,p) = F(q, p) + 6F,

F(q,p) - F(q,p)
i 0q0,F =6q{F,Q}, Q=p.

mit oF

(2.4.103)

Nach Quantisierung mittels (2.4.101) erhalten wir daraus den Zusammenhang K = p/h, wie er

bereits zuvor resultierte, vgl. Gl. (??).

2.4.2. Teilchen im Potential und Ehrenfest-Theorem

Wir verdeutlichen die Zeitentwicklung der Operatoren im Heisenberg-Bild am Beispiel des freien Teil-
chens. Im Folgenden seien ¥ = Xy(#) und p = py(f) Operatoren im Heisenberg-Bild. Der Hamilton-

Operator fiir das freie Teilchen ist gegeben durch

. P
H=—. (2.4.104)
2m
Damit lautet die Bewegungsgleichung fiir den Impuls
dA—l[AH]—O (2.4.105)
ATLERETE ok .
da [p;, f(p;)] = 0. Es folgt unmittelbar, dal der Impuls zeitunabhiingig ist,
P = P0). (2.4.1006)
Die Bewegungsgleichung fiir X lautet
d 1 N
—X = —[X,H]. 2.4.107
a el ¢ )
Man kann folgendes zeigen (Ubungen):
e o [OF PR
(X, f(P)] =i 97 , (i g(®)] = —in| =2 | . (2.4.108)
ap,‘ (9x,-
Damit 148t sich der Kommutator des Orts- mit dem Hamilton-Operator berechnen,
1 0 e 1
%, H = —ih| — 2= —in2p;, 2.4.109
[ ] = i api;p, 5 -ih2p (2.4.109)
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2.4. Zeitentwicklung im Heisenberg-Bild

woraus die Bewegungsgleichung dx;(r)/dt = p;(t)/m = p;(0)/m folgt, welche durch

&) = 2(0) + 222 ’( ), (2.4.110)

gelost wird. Wir finden also, dass den klassischen Bewegungsgleichungen Operatorgleichungen im Hei-
senberg-Bild entsprechen.

Auf dieser Grundlage betrachten wir das ZerflieBen des Wellenpakets im Heisenberg-Bild. Der Kommu-
tator zweier Operatoren im Heisenberg-Bild, welche zu gleichen Zeiten ausgewertet werden, 146t sich
durch den Kommutator im Schrédinger-Bild wie folgt ausdriicken:

[0F0AsU@), U (0)BsU (1)
= U'0[As, Bs1U®). (2.4.111)

[An(t), Bu(0]

Insbesondere ist [£;(7), £;(#)] = 0. Der Kommutator zweier zu unterschiedlichen Zeiten ausgewerteten
Ortsoperatoren verschwindet hingegen nicht:

ih
[%i(0), £(0)] = [pit/m, 2;(0)] = —l—t&, (2.4.112)

Aus der Unschirferelation (AA)Z(AE)2 > g |([ ]>|2 folgt damit das AuseinanderflieBen des Wellenpa-
kets,

2
(Ax)F (Ax)=y = ok (2.4.113)
Als zweites Beispiel diene ein Teilchen im Potential V(x), mit Hamilton-Operator
A f)2
H="—+V(X). (2.4.114)
2m
Aus diesem Hamilton-Operator erhalten wir die Bewegungsgleichungen
d 1 p? 0 .
— [pl, P V)] =-——V(x) (2.4.115)
dt 6xi
sowie ,
d 1 A 1 p pi
St= ol Al = <k o= 2 (2.4.116)

dt ih 2m m

da zu gleichen Zeiten ausgewertet Ort und Potential am selben Ort kommutieren, [X;, V(x)] = 0. Wir
erhalten aus den obigen Bewegungsgleichungen eine Differentialgleichung zweiter Ordnung,

d2 dA A 1 1 Y 1 d A
0= [d: H] lh[p H]:——pi. (2.4.117)

Zusammengenommen ergibt sich die folgende Bewegungsgleichung im Heisenberg-Bild:
d2
mes —Xu(®) = -VV(Q&p). (2.4.118)

Da | @ )y unabhingig von t ist, ergibt sich daraus unmittelbar eine Bewegungsgleichung zweiter Ordnung
in der Zeit fiir den Erwartungswert des Ortsoperators,
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2
o 4. .
ma7 &) = () = ~(VV). (2.4.119)

Giiltig fiir allgemeine Hamiltonsche Bewegungsgleichungen bezeichnet man diese Relation als

Ehrenfestsches Theorem:
Die klassischen Bewegungsgleichungen gelten fiir die Erwartungswerte.

Wichtiger Hinweis: Es gilt jedoch keineswegs allgemein, dal (VV(X)) = VV((X)). Dies bedeutet, daf}
nicht einfach die Erwartungswerte die klassischen Bewegungsgleichungen erfiillen. Im allgemeinen er-
gibt eine Taylorentwicklung des Potentials, insofern dieses unendlich oft differenzierbar ist, Potenzen
beliebiger Ordnung in X. Fiir diese ist (X") # (X)" fiir n > 2, so dab fiir Potentiale, welche Terme dritter
und hoherer Ordnung enthalten, der Erwartungswert der Bewegungsgleichung nicht der Bewegungsglei-
chung fiir die Erwartungswerte entspricht. Fiir n < 2, also fiir freie Teilchen sowie solche im linearen,
etwa Gravitationspotential und im harmonischen Oszillatorpotential erfiillen die Erwartungswerte jedoch
noch die klassischen Bewegungsgleichungen. Fiir diese Fille entwickeln sich die Erwartungswerte unab-
hingig von der Schwankung der Observablen. Man bezeichnet solche Potentiale oft als quasiklassisch.
In der Quantenfeldtheorie ist die sog. Molekularfeld-Ndherung exakt fiir Systeme, welche sich durch
Hamilton- bzw. Lagrange-Operatoren beschreiben lassen, welche maximal zweiter Ordnung in den Fel-
dern sind.

2.4.3. Basis-Kets im Heisenberg-Bild

Wir wenden uns abschlie3end der Zeitentwicklung der Basis-Vektoren zu. Im Schrodinger-Bild gilt:
la,t)s = Ut 10) | @, 1 ), d.h. der Zustandsvektor entwickelt sich in der Zeit.

In einer Entwicklung nach Eigenvektoren eines zeitunabhingigen Schrédinger-Operators,
Asla)y=ala), (2.4.120)

sind die entsprechenden Basis-Zustinde ebenfalls zeitunabhingig. Die Zeitentwicklung des Zustandsvek-

tors |a, t )g = >, c,(¢)|a) ist in den Koeffizienten enthalten,
a

o ={ala,t)s ={a|lU@) |, 1) . (2.4.121)

Der Ubergang ins Heisenberg-Bild liefert dann:

U'0)AsUD U (1) 1a) =0t ala) , (2.4.122)
N ——
An(t)
also ,
AuOOt @) |a)) = a (0“'(z) la >) ) (2.4.123)

Somit ist U ®|a) Eigenket zu Ay (?) mit Eigenwert a. Damit konnen wir die Eigenkets im Heisenberg-
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2.4. Zeitentwicklung im Heisenberg-Bild

Bild definieren:
la,t)y =U'(t)]a) .

Sie erfiillen die “inverse Schrodingergleichung”
ind;|a,t)y = —Hla,t)y .

Im Heisenberg-Bild nimmt die Basis-Entwicklung damit folgende Form an:

oty = ) ca®la,tu

a
= layto)

mit
o) = u(a,tla, thn = (Cal UGt 1))l to)) .

Wir sehen also, dass die ¢,(f) im Schrodinger- und im Heisenberg-Bild iibereinstimmen.

(2.4.124)

(2.4.125)

(2.4.126)

(2.4.127)
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3. Eindimensionale Probleme

Wir wollen nun die in den ersten beiden Kapiteln eingefiihrten Grundlagen nutzen, um fiir eine Rei-
he vielfiltig relevanter Potentiale V (x) die betreffende Quantendynamik zu berechnen und zu diskutie-
ren. Speziell werden wir die Bewegung in einer Raumdimension betrachten und zunéchst die jeweiligen
Energieeigenzustinde und zugehdrigen Eigenwerte des Hamiltonoperators bestimmen. In Abschnitt 2.2.2
hatten wir dies bereits fiir das einfachste Beispiel eines kriftefreien Teilchens, also fiir die Bewegung im
freien Raum, V == 0, getan und die ebenen Wellen (2.2.43) zu den Impulsen +k als Eigenfunktionen
von H mit entarteten Energie-Eigenwerten E.; = (fik)*/2m identifiziert. Dariiberhinaus betrachten wir
im Folgenden zunichst den harmonischen Oszillator mit V(x) ~ x%, sowie die Potentialstufe (Abschnitt
3.2) und die Kombination zweier solcher Stufen zur Potentialbarriere (3.3) und zum Potentialtopf (3.4).

3.1. Harmonischer Oszillator

Wir betrachten ein Teilchen der Masse m, welches sich im eindimensionalen Potential V(x) = mw?x?/2
bewegt. w = 2r/T bezeichnet die Kreisfrequenz (fiir eine Periode T'), welche die Einheit 1/Zeit besitzt.
Das quadratische Potential dient in vielen Situationen als fithrende Nédherung im Sinne einer Taylorent-
wicklung, welche die Bewegung eines Teilchen um den stationiren Punkt eines allgemeinen Potentials
gut beschreibt. Es findet deshalb vielfache Anwendung, von der Festkorperphysik bis zur Quantenfeld-
theorie.

Der quantenmechanische Hamilton-Operator fiir dieses Potential des harmonischen Oszillators (HO) lau-

tet also )
N p m 5,
H="4+= , 3.1.1
m T 2¢ G-1.1)

und es erweist sich als sinnvoll, zu einheitenlosen Groflen tiberzugehen, da H einem elliptischen Parabo-
loid im Phasenraum entspricht,

Definition 3.1.

D, (3.1.2)

Damit wird H rotationssymmetrisch um den Ursprung, X = P = 0,

A A

A= %“’(X%Pz), (3.1.3)

und der Kommutator einheitenlos, [X R P] =1i.
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3.1. Harmonischer Oszillator

3.1.1. Algebraische Lésung

Wir werden nun zeigen, dass die Kommutatoralgebra [X, P] = i eine hinreichende Bedingung dafiir ist,
den harmonischen Oszillator zu 16sen, d.h. das Energiespektrum und die Energie-Eigenzustinde bestim-
men zu konnen. Dies geschieht am einfachsten mit Hilfe eines Wechsels von den Phasenraumkoordinaten
X und P zu den sogenannten Leiteroperatoren:

Definition 3.2. Leiteroperatoren
1 /. A - 1 .
a=—(X+iP o X=—(a+a"), (3.1.4)
(ki) )
1 /. A A 11
o= — (X -iP o P=——-(a-a"). (3.1.5)
- (%=1 t(a-a)
Diese erfiillen die
Kommutatorrelationen der Leiteroperatoren
[a,a"1=1;[aal=[a"a'1=0 (3.1.6)
worin die erste aus
Lo —— . .
e 5 X +iP.% -iP| = %([PX] -|%.2)) = —%21 -1, (3.1.7)

folgt und die anderen beiden allgemein fiir identische Operatoren gelten. Die Bedeutung der Bezeichnung
dieser Operatoren wird im weiteren Verlauf der Diskussion klar werden. Zunichst schreiben wir den
Hamiltonoperator H mithilfe der Leiteroperatoren als

N 1 1
H = E 5[(a+aT) —(a-a"? ]
1 l[& +aa" +a a+(aT)2—€z2+€1€zT+a a—@h ]
2 2
1
= hw (@'a+aa’), (3.1.8)
was wir noch mittels aa’” = [a,a"] + a'a = 1 + a'a vereinfachen kénnen zu'
R 1
H=hw a'a+§ . (3.1.9)

Definieren wir nun den sogennanten Anzahloperator

! Alternativ kénnten wir die Operatoren auch “anti-normalordnen”, d.h. den Hamiltonoperator als H = %hw(aff — %) schreiben,
jedoch ist dies inkonsistent mit der gleich erfolgenden Definition des “Vakuum-" d.h. Grundzustands.
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Definition 3.3. Anzahloperator
N=a'a mit N =N (3.1.10)
so erhalten wir den Zusammenhang von A und N als
N ~ 1
H=hw N+§ . (3.1.11)

Vergleich mit Gl. (3.1.3) zeigt, dass wir N + 1/2 als Radius?/2 des Harmonischen Oszillators (HO) im
Phasenraum interpretieren kénnen, welchen der Operator (X? + P?)/2 mift. Welche Zahl dieser Anzahl-
operator genau zéhlt, werden wir noch diskutieren miissen. Zum jetzigen Zeitpunkt ist noch nicht klar,
welche Eigenwerte n der Operator N besitzt,

Nin)=nin), (3.1.12)
und ob diese nur ganzzahlige Werte umfassen.

Erste Beobachtungen:

e Wir sehen jedoch leicht, dass NV nur nicht-negative Eigenwerte, haben kann, denn

Vigy: (wINly)y=(yld'aly)=llaly)I* =0, (3.1.13)

und wegen der Normierung (¢ |y ) = 1 folgt fiir einen Eigenzustand |y ) = |n), dass n > O ist.

A

e Desweiteren ist N hermitesch, d.h. es gilt Nt =N entsprechend der Hermetizitéit von A" = A.
Daraus folgt sofort, dass alle Eigenwerte n von N reell sein miissen.

Wir leiten im Folgenden die Energie-Eigenzustinde und das Energie-Spektrum aus dem Spektrum von N
her: Wenn |n ) Eigenzustand von N gemil (3.1.12) ist, so gilt auch

N 1
Hln)zhw(n+§)|n>=E,,|n). (3.1.14)
Zusammen mit (3.1.12) ergibt sich das nach unten beschrinkte Spektrum der Eigenenergien von H zu
1 1
E, =hw n+§ Zzhw, da n>0. (3.1.15)

Wir wollen herausfinden, welche Besetzungszahlen n (also welche Eigenwerte von N) auftreten.
Die obige Bedingung n > 0 erlaubt die Annahme, dass es einen Eigenzustand |0 ) zu N [0)=0]0)=0
gibt. Diesen konnen wir dariiberhinaus 0.B.d.A. als normiert annehmen. Aus der Eigenwertgleichung fiir
|0) folgt direkt, dass?

0=(0la’al0)=(0]aa"|0)-(0]|[a,a'10), (3.1.16)

=(0j0y = 1

Im folgenden lassen wir der besseren Lesbarkeit wegen Hiite iiber den Operatoren a und a' in der Regel weg.
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3.1. Harmonischer Oszillator

woran sich zeigt, dass der Zustand a' |0 ) auf Eins normiert ist. Nun stellt sich die allgemeine Frage, wie
a®]0) mit anderen Eigenzustinden von N in Verbindung steht. Wir iiberpriifen dafiir die Wirkung von N:

Na"10)=a'aa"10Y =d" a’al0) +a"|0) . (3.1.17)
N——

=N0)y=0

a"|0) ist also selbst Eigenzustand von N, zum Eigenwert n = 1.

Wir systematisieren diese Herleitung, bei der wir effektiv im ersten Schritt N und &' vertauscht haben,
mit Hilfe der Kommutatoren fiir &, at: Aus der allgemeinen Relation

[AB,C] =A[B,C]+[A,C]B (3.1.18)

folgt fiir die Kommutatoren von N mit den Leiteroperatoren, dass

[N.al =d' [a,a] +[a’,ala = -a, (3.1.19)
= =1
[N.a"l=a'la,a")=d". (3.1.20)

Hiermit verallgemeinern wir die obige Analyse von a"10Yauf a|n) sowie a’ | n ). Dazu betrachten wir
N@a|n)) = (N,al +aN)|n) = —a|n)+an|n) , (3.1.21)

was uns zu

Nalny=m-1aln) (3.1.22)

fiihrt. Das bedeutet, dass a|n ) Eigenzustand von N zum Eigenwert n — 1 ist. In entsprechender Weise
finden wir, dass

Nd'|lny=m+1d |n) (3.1.23)

gilt, also a' | n) Eigenzustand von N zum Eigenwert n + 1 ist. Wir halten fest:

a erniedrigt den EW von N um 1 — Absteigeoperator (3.1.24)
a’  erhsht den EW von N um 1 — Aufsteigeoperator (3.1.25)

Allgemein gilt also, dass

aT|n)=c,,+|n+1) & (nla=c,,(n+1], (3.1.26)
aln)y=c,_|n—-1) = (n|aT:cZ,(n—l|. (3.1.27)

Die Werte von c,; € C leiten wir aus der Normierung der Zustinde |n ) ab: Wir beginnen mit

l=(n+1ln+1)= (n|aa’|n) (3.1.28)

e ?

77



3. Eindimensionale Probleme

und verwenden dann den bereits zuvor eingefiihrten Trick, dass

(nlaa’|ny=(n|(a,a’l1+d'a)|n)y=(n|ny+{(n|N|n)=m+1D{(n|n). (3.1.29)
=1

Damit finden wir, dass 1 = (1 + n)/|ca. |, also ¢,. = Vn + 1, wobei wir eine unbestimmte Phase gleich 1
wihlen. In der gleichen Weise erhalten wir aus

1=<n—1|n—1>=|Cn_|2<n|&;@|n>= e (3.1.30)
den Normierungsfaktor ¢, = +/n. Wir fassen unsere Ergebnisse zusammen:
Wirkung der Leiteroperatoren
a'lny= Vn+1in+1), (3.1.31)
alny= \nln—-1). (3.1.32)

Es bleibt die Frage, welche Werte fiir n insgesamt zuléssig sind. Bislang haben wir gezeigt, dass sich aus
einem gegebenen Zustand niedrigster Energie, | ng ), mit nyp > 0, mittels der Leiteroperatoren ein diskretes
Spektrum hoher-energetischer Zustiande |n ), n = ng + m, mit m € N erzeugen 1dBt. Zentrale Fragen sind
nun, welche Werte fiir 0 < ny < 1 zuléssig sind, und ob das Spektrum iiber diese Werte fiir » hinaus
degeneriert ist.

Wie wir im folgenden zeigen werden, existiert ein eindeutiger qm. Grundzustand ng, welcher nicht de-
generiert ist, und da sich, wie hier gezeigt, jedes Spektrum von Eigenzustinden mittels der Aufsteige-
operatoren aus einem solchen niedrigsten Zustand konstruieren 148t, werden auch die entsprechenden
hoher-energetischen Zustiande eindeutig existieren und nicht entartet sein. Hierfiir ist es wesentlich, dass
a und a' eine vollstindige Menge von Observablen bilden, was bedeutet, dass jede Observable eine
Funktion von a und a' ist. Wiire das Spektrum degeneriert, so konnte man u.U. eine weitere Observable
hinzunehmen, so dass diese Degenerierung aufgehoben wird. Es scheint hier vielleicht nicht a priori klar
Zu sein, ob es eine solche weitere Variable geben kann. Was den klassischen Phasenraum betrifft, so ist
aufgrund der Struktur der Newtonschen Gleichungen, welche zweiter Ordnung in der Zeit sind, klar, dass
der zweidimensionale Raum der {X, P} geschlossen ist, so dass auch die daraus konstruierten Auf- und
Absteiger diese Eigenschaft haben.

Kehren wir nun zuriick zur Frage nach den moglichen Eigenwerten n von N. Nehmen wir an, es gibt ein
n > 0, so dass

Nin)y=n|n) (n>0 weil, wie oben gezeigt, N positiv semi-definit ist) . (3.1.33)
Wenden wir a wiederholt auf den Zustand | n ) an, so ergeben sich die Zustiande

aln) = \nln-1),
a|n)y=+n(n-1|n=-2),

d\ny=nn-1)...n—k+1)|n—-k). (3.1.34)
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3.1. Harmonischer Oszillator

Dan > 0 gemaB (3.1.13) und daher auch n — k > 0 in den Eigenzusténden |n — k) sein muss, so muss
n—k € No = (NU{0}) sein. Ansonsten wiirde fiir jedes 0 < n — k < 1 der Zustand |n —k — 1) mit
-1 < n—-k—-1 < 0 existieren, was im Widerspruch zu n — k > 0 steht. Damit ist das Spektrum der
Eigenwerte von N gleich No, mit kleinstem Eigenwert n = ng = 0.

Formal gilt: Aufgrund der Eigenschaften der Auf- und Absteigeoperatoren und der Bedingung, dass n > 0
sein muss, gibt es fiir alle n ein £ € N, so dass af |n) = 0. Das entspricht

0=aa""|n) = aln-€+1)y=0. (3.1.35)
Wir nutzen diese Bedingung und schreiben

O=(n—C+1| da|n-C+1)=(m—=C+1)n—C+1|n—C+1)y=n—C+1. (3.1.36)
N

Damit umgekehrt n — € + 1 = O fiir irgendein £ € N, muss n € N positiv ganzzahlig oder gleich Null sein.
Fiir solch ein gegebenes n € Ny ist damit £ = n + 1 der minimale Wert so dass a’|n) = 0. Insbesondere
ista®'|n)#0,

0#a"n)=d"|ny= Vn!|0) und al0)=0. (3.1.37)

Spektrum und Grundzustand von N

Nin)=n|n), n e NU{0} (3.1.38)
al0)=0. (3.1.39)

|0) ist also Eigenzustand zu minimalem Eigenwert n = 0. Da er gleichzeitig Eigenzustand zum niedrig-
sten Energie-Eigenwert E, = fiw/2 von H ist, bezeichnet man ihn als Grundzustand oder auch Vaku-
umzustand. Letzterer Begriff stammt aus der Quantenfeldtheorie, in der n die Zahl ununterscheidbarer
Teilchen mit exakt gleichen Eigenschaften zéhlt, und somit n = 0 bedeutet, dass mit der betreffenden
Eigenschaft kein Teilchen vorhanden ist und somit das Vakuum “6d und leer gihnt” (D. Gromes). In Be-
zug auf den harmonischen Oszillator ist |0 ) Zustand minimaler Energie, welches ein Teilchen in dessen
Potential annehmen kann. Er ist nicht zu verwechseln mit dem Nullvektor des Vektorraums, |0) # | @ ),
fiir den gilt, dass V |y ): ¢ ) + | @) = |y ). Merke:

Der Grundzustand ist normiert, (0|0) =1, (3.1.40)
im Gegensatzzu (@2|2) =0, dem Nullvektor |@)=a|0)=0. (3.1.41)

Ausgehend von | 0) kann dann jeder hohere Energiezustand durch Anwendung des Erzeugers oder “Auf-
steigeoperators” a' erreicht werden:

[1Yy=a"10),

12y = at 1y = - @'2)0) .

V2 V2
(3.1.42)

Allgemein ergeben sich die
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3. Eindimensionale Probleme

Anregungszustinde des harmonischen Oszillators:

In) = %(af)"m) VneN. (3.1.43)

Dass der Grundzustand eindeutig und nicht-degeneriert ist, werden wir im nédchsten Abschnitt zeigen, in-
dem wir die eindeutige Wellenfunktion des Oszillators im Ortsraum bestimmen. Die Energie des Zustands
|n)yist E, = hw(n + %). Insbesondere besitzt der Grundzustand die

Vakuum- bzw. Grundzustands-Energie

Eo = ~hw. (3.1.44)

In der Quantenfeldtheorie (QFT) dienen diese Zustinde der Beschreibung der Quantendynamik oder -kinematik
eines Feldes an einem Punkt in einem Konfigurationsraum, also meist im Orts- oder Impulsraum, oder auch
beziiglich anderer Basen. Jeder Mode beziehungsweise jedem Punkt in einem der Rdume wird eine solche co
Leiter von Eigenvektoren des Anzahloperators N zugeordnet. Dieser Operator kann dann zum Beispiel als Teil-
chenzahloperator fiir den entsprechenden Raumpunkt aufgefasst werden oder als Besetzungszahloperator fiir die
betreffende Feldanregung. Die Zustinde

|m:&) = | ne)

fiir alle moglichen Anregungskombinationen der mit £ bezeichneten Moden/Raumpunkte bildet eine Basis des
Zustandsraums der Quantenfeldtheorie, des sogenannten Fock-Raums.

Wir kehren zum harmonischen Oszillator zuriick und diskutieren abschlieBend die Unschiérferelation fiir
die Eigenzustinde | n ) von H. Es lisst sich leicht zeigen, dass (— Ubungen)

2
(A2 (Ap); = (n + %) n, (3.1.45)

wobei wie iiblich (Ax)i =(n|%2|n) - (n|%|n) etc. bezeichnet. Der Grundzustand |0 ) saturiert dem-
nach die Unschirferelation, vgl. (1.7.173). Die Existenz der nichtverschwindenden Vakuumenenergie
ist eine Konsequenz der Unschérferelation: Zunéchst gilt, dass beziiglich jedes Energie-Eigenzustands
die Mittelwerte von Ort und Impuls gleich Null sind, {(n|x|n) = (n|p|n) = 0. Dies folgt direkt aus der
Orthonormierung der Eigenzustdnde (n|n" ) = 9,,, und der Tatsache, dass Ort und Impuls Linearkombi-
nationen von a und a' darstellen — es sei an Gln. (3.1.4), (3.1.5) erinnert! Die Orthogonalitit verschiedener
Eigenzustinde, (n|n’ ), 0.B.d.A. unter der Annahme, dass n < n’, 148t sich wie folgt zeigen:

n!

! <n|(aT)”' 10) = L(<0|a"’|n>)* - (<01a"10)) =0, (3.1.46)

Vit N

wihrend man fiir n > n’ dieselbe Rechnung nach komplexer Konjugation zu ((n’|n))". durchfiihrt. ged.
Da also die Mittelwerte verschwinden, ist der Erwartungswert der Energie durch die Varianzen von Ort

(nln') = Py
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3.1. Harmonischer Oszillator

und Impuls bestimmt und damit echt grofer als O,

(n|H|ny=hw((n|R2n)+(n|P|n))
= hw|(AX)} + (AP)] > 0 fiir alle . (3.1.47)

3.1.2. Ortsraumdarstellung der Energie-Eigenzustande des HO

Im folgenden bestimmen wir die Wellenfunktionen der Eigenzusténde |n) des HO und beginnen dafiir
mit dem Grundzustand, definiert in den urspriinglichen Einheiten durch

|®>=a|0>=,/%(§c+$ﬁ)l0). (3.1.48)

Wir nutzen nun, dass auch das entsprechende Matrixelement mit dem Ortseigenzustand gleich Null ist,

0=(x|al0)= %(xl()?+mi—wﬁ)|0), (3.1.49)

um daraus mittels (x|x|0) = x(x|0) und (x|p|0) = —ihd,{ x|0) eine Differentialgleichung fiir die
Wellenfunktion des Grundzustands herzuleiten:

1 1 d h h
O=$x—0(x+x(2)a)<x|0), mit der Oszillatorlinge x = %@ G)ZW' (3.1.50)

Die Wellenfunktion y(x) = (x|0) ergibt sich damit aus der Losung fo(x/xo) = ¥o(x) der Differential-
gleichung

d
dfolx) = —-xfo(x), (3.1.51)
dx
also aus der Exponentialfunktion fy(x) = e¥/2 zu
Yo(x) = Ne @/’/2 (3.1.52)

Die Nomierung N folgt aus der L?-Norm,

1= f dx o (x))* = f dx [N2e /) = INP (72, (3.1.53)

dh. N = Jr‘l/“xal/z. Insgesamt resultiert die

Grundzustandswellenfunktion des HO

Yo(r) = =L by (3.1.54)
0 A . 1.

Wir sehen also, dass die Wellenfunktion des Grundzustands ein GauBsches Wellenpaket mit a = 1/ x%,
d.h. 1/e-Breite handelt, welche durch die Oszillatorldnge x gegeben ist. Als Grundzustandswellenfunk-
tion ist sie stationdr, zerflieit also nicht in der Zeit. Dieses Ergebnis ist mit unserem obigen Befund kon-
sistent, dass der Grundzustand die Heisenbergsche Unschérferelation saturiert und damit einen Zustand

81



3. Eindimensionale Probleme

minimaler Unschirfe darstellt. Uberdies ist er eindeutig definiert und nicht degeneriert.

Nun finden wir die Wellenfunktion der angeregten Zustinde |n) = % |0) durch die n-fache Wirkung

von a' in der Ortsraum-Darstellung,

R TR B ,on) 1 ( 2d)
at= —(R-iP)= — = -ip)= —(x-2—]), (3.1.55)
\/E( ) \/E(xo h \/EX() de

auf den Grundzustand | 0 ). AnschlieBende Multiplikation mit ( x| ergibt die Wellenfunktion

1

wn<x>=<x|n>=ﬁ<x|<ah"|0>
n:
1 1 d\

:f : '(x—x(z)a) Yo(x), (3.1.56)
n! "n!
was zu
11 1 > A\ iy

¢/n(x)= m\/ﬁw(x—xoa) e 2% (3157)

=70

fiihrt. Daraus folgt, dass die angeregten Wellenfunktionen von i generiert werden. Die so generierten
Funktionen entsprechen Hermite-Polynomen, welche durch eine Exponential-, speziell Gauf3-Funktion
im Unendlichen regularisiert sind. Dies entnimmt man direkt der Definition der

Definition 3.4. Hermite-Polynome

H, (&) =2 (§ - d%) e€? | neNp (3.1.58)

welche durch Ableitungen der GauB3-Funktion generiert werden, wonach die verbleibende Exponential-
funktion, anders als in den obigen Wellenfunktionen, wieder herausgeteilt wird. Explizit findet man die
folgenden Hermite-Polynome niedrigster Ordnung:

Hy(¢) =1,

H\(&) =2¢,

Hy(§) =48 -2,

Hy(é) =88 — 12¢. (3.1.59)

Die Polynome (un)gerader Ordnung sind (un)gerade in ihren Argumenten, H,(—¢) = (—1)"H,(¢). Induk-
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3.1. Harmonischer Oszillator

tiv findet man die allgemeinen Ausdriicke

C 4 Cmleo*
Hy(¢) = » (—1)F 2 3.1.60
e k;( P eTETeY (3.1.60)
n (2” + 1)!(25)2n—2k+1
Hopi1 () = 2 -1 ~ 3.1.61
21 (€) fé( TP T (3.1.61)
Es sei noch angemerkt, dass eine alternative Darstellung der Hermite-Polynome aus
~0e=e P (e-0)e = (-9) =efR(6-0,) e, (3.1.62)
folgt, ndmlich
H,(&) = -1y e are®. (3.1.63)

Aus (m|n)y = 0y = f dx i, (), (x) 1aB8t sich auch leicht auf die Orthogonalitétsrelation der Hermite-
Polynome schlieB3en:

fdfe'fZHm(f) Hy(€) = S V1 2"n!. (3.1.64)

Damit lauten die normierten

Wellenfunktionen der Energieeigenzustinde des HO:

1 1 2 X
(%) = 4 /— e~ 2/ Hn(—) : 3.1.65
Yn(x) T o ( )

Wie die allgemeinen Zustinde erfiillen Sie die Vollstindigkeit:

D=1 o YUy ) =6(x-x), (3.1.66)
n=0

n

Diskussion der Energie-Eigenfunktionen des HO:

e H, und damit auch ¢, haben n Knoten, d.h. n einfache reelle Nullstellen.

e Wie fiir stationdre Zustdnde zu erwarten ist, ist die Wellenfunktion ¢, (x) reell. Dies steht im
Einklang mit dem Verschwinden des Wahrscheinlichkeitsstromes j fiir stationidre Zustdnde: Aus
0,0 = 0 fiir eine stationdre Wellenfunktion (mit reiner Phasenentwicklung in der Zeit) folgt Vj =
0, d.h. VS = O fiir den Phasenwinkel S, so dass der Wahrscheinlichkeitsstrom verschwindet,
vgl. (2.3.85).

¢ Die Grundzustandsfluktuationen gemif} der Wellenfunktion

1
Mw\s .,
Yo (x) = (—nh )4 e/

welche, wie bereits betont, ein Gaul3sches Wellenpaket mit a = mw/fi = 1/ xg darstellt, lassen sich
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84

durch die ersten beiden Momente charakterisieren,

. A . 2 a2 x(z)
Mittelwert :  (x) =0, Varianz :  (Ax)” = (¥°) = 5

Im Grundzustand ist zwar der Mittelwert (X) am Minimum des Potentials, die Wellenfunktion hat
jedoch eine nichtverschwindende Ausdehnung, d.h. sie zeigt Grundzustandsfluktuationen, soge-
nannte Nullpunktsschwankungen. Diesen entspricht die Energie Ey = fiw/2, welche auch aus der
Unschirferelation herzuleiten ist: (p*)(£2) > #%/4, wegen (%) = (p) = 0. Die Energie erfiillt dann

£= ()= L2, Lo (o)

2, 252
> L (<ﬁ2> NS (<ﬁ2>)1) : (3.1.67)

2m 4

Das Minimum der rechten Seite ergibt sich durch Ableiten nach (p?) aus

1 -2 . hwm
L= o’ () "= 0= (p"min = —— (3.1.68)
1 1) n
zu Ezhw(z+z):7w. o (3.1.69)

Die Nullpunktenergie ist die kleinste mit der Unschérferelation zu vereinbarende Energie.

e Was bedeuten die HO Wellenfunktionen? Wir betrachten dazu zum Vergleich Ort und Energie des
klassischen Oszillators:

. 1
X = qo sin wt, E = zmwzqé.
Definition 3.5. Klassische “Aufenthaltswahrscheinlichkeit” :
dt 2
Pejags (x)dx = 2 —, T = _ﬂ 5 (3.1.70)
T w
2
Mit dx = gowcos wtdt = gow |1 — (—2) dr, 3.1.71)
4
-1
L\
= Pass (x) = [HQO 1- (_) ] . (3.1.72)
90

Wir vergleichen dies mit dem (n = 1) HO Zustand, E; = (3/2) hiw fiir den sich ergibt, dass go =
\/§x0, sowie mit dem (n = 10)-Zustand, fiir den gy = V21 Xo:

— Im Vergleich zum klassischen Grenzfall gibt es Interferenzmaxima und -minima, bei denen
die Wahrscheinlichkeit verschwindet, die riumliche Phasen-ausgewaschene Verteilung folgt
jedoch im Mittel der klassischen.

— Dariiber hinaus dringt die Verteilung in den klassisch verbotenen Bereich ein, und es gibt
Nullpunktsfluktuationen.
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— Fiir groBe n weden die quantenmechanischen Eigenheiten weniger relevant (schwichere Pha-
senunschirfe, weniger Eindringen am Rand) — dies entspricht dem klassischen Grenzfall .

Mathematische Zusatzbemerkungen:

e Die definierende DGL fiir die Hermite-Polynome lautet

(62 = 2x0, +2n) H, (x) = 0. (3.1.73)
e Die Hermite-Polynome lassen sich i.allg. als Ableitungen einer Erzeugenden Funktion Z wie folgt gene-
rieren:
©
2= =3 SH,x) = H0=0)Z0]|,. (3.1.74)
n! =0
n=0

o Heisenberg-Gruppe

Soweit die algebraische Operatormethode zur Losung der stationdren Schrodingergleichung des harmo-
nischen Oszillators. Wir sprechen von einer algebraischen Losung, da a und a' wie £ und p einer Lie-
Algebra angehoren, der Heisenberg-Algebra. Sie ist durch die Lie-Klammer definiert, welche durch die
Kommutatorrelationen der betreffenden Operatoren festgelegt ist. Diese Lie-Algebra enthélt die Gene-
ratoren der Translationen in Orts- und Impulsraum, wie wir im Zusammenhang mit der Einfithrung des
Impulsoperators und der Erinnerung an die Poisson-Klammer der klassischen Mechanik diskutiert haben.
Die entsprechende Heisenberg Lie-Gruppe enthilt die von diesen Generatoren erzeugten Translationen.
Insgesamt stellt sie allerdings eine 2d + 1-parametrige Gruppe dar in d Raumdimensionen.

Die (kontinuierliche) Heisenberg-Gruppe 146t sich in einfachster Form als Gruppe oberer Diagonalmatri-
zen mit reellen Eintridgen darstellen,

1 a’ ¢
Hyy i (R)=4g:6=( 0 1, b |, (3.1.75)
0 0" 1
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3. Eindimensionale Probleme

worin b, a”, etc., d-dimensionale Spalten- bzw. Zeilenvektoren sind, 1, die d-dimensionale Einheitsma-
trix. Die zugehorige Lie-Algebra besteht aus den Matrizen

]} , (3.1.76)
und wird daher von den Basiselementen

0 a’
hyart(R) =3h;h=] 0 04
0 e 0 00" 0 0 0 1
Q=10 0 0 |,P;=|0 0, ¢ [, Z={0 0, O R (3.1.77)

ST o

0 07
0 0 o0 0 0" o 0 0" o
mit 0, = d X d-Nullmatrix, aufgespannt, welche der Kommutator-(Lie-Klammer-)Algebra
[0, Pj] = Z¢y;, [0:.Z] =[P;,Z] = 0. (3.1.78)
geniigen. Jedes Element der Heisenberg-Gruppe 146t sich schreiben als
g =expli(p:Qi + q;P; + 9)}, (3.1.79)

worin p;,q;,¢ € R 2d + 1 reelle Parameter sind. In der Quantenmechanik identifizieren wir Q; < X,
P; < pj,und Z « inl.

Die Elemente der Heisenberg-Gruppe entsprechen den Translationen in Orts- und Impulsraum, sowie der
Multiplikation mit einer konstanten Phase, d.h., fiir jede nichtverschwindende reelle Zahl 7 konnen wir
eine irreduzible unitire Darstellung g, der Heisenberg-Gruppe H,,,; definieren, welche auf dem Hilber-
traum L?>(RY) wie folgt wirkt:

[gn(a, b, )] (x) = e™e™y(x + ha). (3.1.80)

Diese wird als Schrodinger-Darstellung bezeichnet.

Da wir die Auf- und Absteigeoperatoren fiir den harmonischen Oszillator einfach als zwei unabhéngi-
ge Linearkombinationen des Orts- und Impulsoperators definiert haben, bleibt dadurch die Lie-Klammer
invariant, und a, a” und i% charakterisieren nach wie vor die Heisenberg Lie-Algebra, welche wir hier nutz-
ten, um rekursiv die Eigenzustinde des harmonischen Oszillators zu konstruieren. Ahnliche Generator-
Algebren werden wir im Zusammenhang mit der Quantisierung des Drehimpulses kennenlernen. Dort
werden die quantenmechanischen Drehimpuls-Operatoren u.a. als Leiteroperatoren dienen, um die ein-
zelnen Eigenzustinde zu verschiedenen Magnetquantenzahlen my miteinander zu verbinden, d.h., einen
Zustand m in einen anderen mit my =+ 1 zu transformieren.

Uber die Wirkung einzelner Leiteroperatoren hinaus fiihren die Translationen T(a) ~ exp{aa’} im kom-
plexen Phasenraum {x,1ip}, welche durch die Generatoren a und at erzeugt werden, z.B. vom Grundzu-
stand |0 ) zu den in Abschnitt 3.1.4 zu besprechenden kohérenten Zusténden | @ ), welche in der Quanten-
vielteilchenphysik, insbesondere in Quantenoptik und Quantenfeldtheorie von groBer Relevanz sind.

3.1.3. Direkte Losung der Ortsraum-Schrodingergleichung

Alternativ zur algebraischen Operatormethode konnen wir den harmonischen Oszillator auch direkt im
Ortsraum 16sen. Ausgangspunkt ist die stationdre Schrodinger-Gleichung

hZ d2 2
T %xz) W(x) = Eg(x) . (3.1.81)
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In dimensionslosen Einheiten & = x/xg , xo = Vi/(mw)und A = 2E/(fiw) erweist sie sich als Hermitesche
Differentialgleichung

dZ
(@ -+ a) (&) =0. (3.1.82)

Wir wenden folgende allgemeine Losungsstrategie an:
e Bestimme zunichst die asymptotische Losung u(¢), fiir ¢ — oo, d.h., die Losung der Gleichung
d? 2 _ 2
@ -&u¢) =0, A< &), (3.1.83)
welche somit u(¢) = exp{—%fz} lautet. Die zweite mogliche Losung, exp{%fz} ist nicht normierbar

und spielt daher fiir die weitere Diskussion keine Rolle.

e Mit dem Produktansatz /(&) = u(€) v(€) fiir die allgemeine Losung von (3.1.82) lautet die

Hermitesche Differentialgleichung:

(d—z—ziu—l)()—o (3.1.84)
ag " g AT )re=0 -

Die moglichen Eigenwerte —A des Differentialoperators ergeben sich aus der Forderung nach der Nor-
mierbarkeit von v. Um sie zu berechnen, wihlen wir den Potenzreihenansatz

V@ =" ) ené" (3.1.85)
n=0

Einsetzen in die DGL ergibt

00

0=,

m+n)ym+n—-1)-2m+n& + - 1)52‘5"

n=0 ersetzen —» n—2
=& [Z e (m+m)(mtn=1)= ) cuaf" [2m+n=2)~ (A~ 1)]} : (3.1.86)
n=0 n=2

Diese Bedinung soll fiir beliebige & gelten, so dass jeder Koeffizient der Reihe einzeln verschwinden
muss. Fiir n > 2 erhilt man eine Rekursionsrelation, wihrend n < 2 gesondert zu behandeln ist:

(a) n=0 : mm-1)c =0,
(b) n=1 : (m+1Dmc =0,
(c) n>2 : m+nm+n—-1c,=2m+n-2)—A+1]c,».

Mogliche Flle fiir die Wahl der initialen Koeflizienten sind:

@) cg=c;=0 = wegen(c): ¢, =0=v =0 trivial, aber nutzlos ;
(i) co#£0,c;#0 = m=0 nach(a,b);
(i11) cg=0,c; 20 = me{0,-1} nach(b);
@iv) cg#0,c;=0 =>me{0,1} nach(a).
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3. Eindimensionale Probleme

Fille (iii),m = —1 und (iv),m = 0, sowie (iv),m = 1 und (iii),m = O sind jeweils identisch, da aus
(iii) ,m = —1 folgt:
V(&) =1+ e3E +osé + (3.1.87)
aus (iv) ,m = 0:
V(E) = co + &% + et + .. ete. (3.1.88)

Wir wihlen also 0.B.d.A. m = 0. Damit folgt die Rekursionsrelation

2n-2)—A+1
o ==+l (3.1.89)
nn-1)

Fiir grofe n gilt (wobei wir annehmen, dass A ¢ Z), dass

Cn_ <{ 2/n fiir n gerade (3.1.90)

cha | 2/(m—=1) fiir n ungerade.

Die Potenzreihe ist demnach asymptotisch kleiner als

2 22 23
1+28+ =&y = 54
C“( Tty et t )

2, 22 5 2
+c1(§+§§ +ﬂ§ +2‘4-6§ +)
= (co + c1€) exp(€?}. (3.1.91)

Diese Reihe divergiert zu stark, um durch Multiplikation mit ¢™¢"/? quadratintegrabel zu werden. Nor-
mierbare Losungen existeren also nur, wenn entweder ¢y = 0, ¢; # 0 ist, oder ¢; = 0, ¢y # 0, und die mit
dem jeweils anderen Koeffizienten gestartete Reihe abbricht.

Die Reihe v (¢) reduziert sich auf ein Polynom, falls ¢,.» = 0, ¢, # 0, d.h.:
1
0=2n-A+1, dh. —=—=n+=, neNp.
w

Damit haben wir wiederum das Energie-Spektrum des harmonischen Oszillators bestimmt.

Die zugehorigen Polynome sind abwechselnd gerade und ungerade und geniigen der Hermitschen DGL
(3.1.84), so dass die angesetzten Polynome proportional zu den Hermite-Polynomen sind.
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3.1. Harmonischer Oszillator

Losungen der Hermiteschen Differentialgleichung:

Das Eigenwert-Problem
1d 1
(——— + 562)90(6) 4GE (3.1.92)

fiir L2 (R, dé)-Funktionen ¢, wird gelost durch die Eigenfunktionen

@0 (&) = 1 H,(©)e<?, (3.1.93)

\ \/7_r2”n!

€ =n+—=. (3.1.94)

mit den Eigenwerten

Die Energie-Eigenfunktionen des Harmonischen Oszillators im Ortsraum,

mw\i 1 mw 2
. _ Hn —mwx” [(2h) 3.1.95
i =(%) o (J—h x)e (3.1.95)

erhilt man aus den Losungen der hermiteschen DGL durch die Ersetzung ¢ = vmw/hx, mit den
Energieeigenwerten

1
Enzhw(n+ 5) neNpg. (3.1.96)

3.1.4. Kohéarente Zustéande
Die Fockraum-Zustinde |n) = (n!)~'/2(a")" |0 ) sind Energie-Eigenzustinde und somit stationir:
Iny1) = e #1000 | s gg) = 7120000 gy (3.1.97)
Insbesondere ist zu jedem Zeitpunkt ¢
(®,=0, (P =0. (3.1.98)

Charakteristisch fiir die klassische Losung des harmonischen Oszillators sind dagegen Oszillationen von
xund p mit Frequenz w. Um ein solches Verhalten auch quantenmechanisch beschreiben zu konnen, fiihrt
man die sogen. kohirenten Zustiinde ein.

Um diese zu motivieren, erinnern wir uns zunichst an den Phasenraum der klassischen Koordinaten,
{X, P}, und fassen diesen entsprechend der Definition der Leiteroperatoren als die komplexe Ebene der
Variablen @ = (X +iP) / V2 auf. Eine klassische harmonische Oszillation mit Kreisfrequenz w entspricht
dann einer Rotation in der komplexen Ebene um (X, P) = (0, 0), z.B. mit folgender Phasenlage,

X, (1) = Xy coswt, P, = —Py sinwt. (3.1.99)
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3. Eindimensionale Probleme

Falls Xy = Py, durchliduft die Phasenraumkoordinate eine Kreisbahn,

a,(t) = % exp{—iwt}, (3.1.100)

d.h. eine Phasenrotation.

Die Idee ist nun, einen quantenmechanischen Eigenzustand des Operators a zu finden, dessen Eigenwert
gleich « ist und die obige Zeitentwicklung, mit @(0) = Xy/2, durchliuft:

Definition 3.6. Ein kohdrenter Zustand |« ) ist ein Eigenzustand des Leiteroperators a zum Eigenwert a:

ala)y=ala), a€C. (3.1.101)

Existiert ein solcher Eigenzustand, so muB er sich als Linearkombination der Elemente des vollstindigen
Satzes an Energie-Eigenfunktionen des HO schreiben lassen:

00

)= > culn) . (3.1.102)

n=0

Aus der Eigenwertgleichung erhalten wir:
ala)y=ala)= Y ¢, Valn-1) (m=z=h) > ewi N+ 1 m) . (3.1.103)
n=1 m=0

Hieraus konnen wir ablesen, dass

Cmrn Nm+1 = c (3.1.104)
Cmt1 a a"

= = =S¢, =—cy, Vn>1. (3.1.105)
Cm m+1 \/77

Damit ergibt sich der kohérente Zustand als die unendliche Superposition

=>|a):coz f/yn_||n>. (3.1.106)
n=0 Y1

Die Normierung des Zustands folgt aus der Tatsache, dass die Koeffizienten eine Exponentialreihe bilden:
_ ) N |“|2n ) 2 _ a2
1 =(ala) =lc Z — =Jcol"expflal’}. = leol=¢ (3.1.107)
— n!

Der normierte kohirente Zustand 146t sich schlulendlich in einer Form schreiben, in der der Aufsteige-
operator als Argument einer Exponentialfunktion wirkt. Er erzeugt somit die
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3.1. Harmonischer Oszillator

Kohirenten Zustinde durch eine Translation des Vakuums im Phasenraum,

2 & (ad’
& lay=elt2y q 10) = e 2% |0y, VYaecC. (3.1.108)
n.
n=0

Hierbei haben wir |n ) = (1 / Vn! ) (aT)” | 0 ) verwendet und eine totale Phase gleich 1 gewihlt.

Mathematische Anmerkungen:

e Die drei “Operatoren” X, P und % spannen als Generatoren der Heisenberg-Gruppe der Translatio-
nen in Orts- und Impulsraum sowie der Multiplikationen mit einer konstanten Phase die entsprechende
Lie-Algebra auf. Dies gilt ebenso fiir {a, a, %}, welche wir als linear unabhingige Kombinationen der
Phasenraum-Operatoren definiert hatten. Vor diesem Hintergrund stellen die Transformationen exp{aa'},
exp{a*a} ebenfalls Translationen im (komplexen) Phasenraum {a = (X + iP)/ V2 dar, wie man sich mit
Hilfe der Baker-Campbell-Haussdorft Formel,

eMB = eAeBelABI2 (3.1.109)

fiir zwei beliebige Operatoren oder quadratische Matrizen leicht klar macht. Gl. (3.1.109) ist tiber die
Taylor-Reihe der Exponentialfunktion definiert und 146t sich mit Hilfe von Hadamards Lemma beweisen,
welches besagt, dass

o0

e Be = Z[A, Bl,/n!, (3.1.110)

n=0

worin [A, B], = [A, [A, B],_;] und [A, B], = B (Ubung fiir Interessierte).

Mittels (3.1.109) zeigt man zunéichst, dass sich der kohérente Zustand allgemeiner als e7?F/2e®" |0) =
D(a)|0) schreiben 14Bt, mit dem Verschiebungs-(Displacement-)Operator

D(a) = @' "0 = ki (3.1.111)
Dann zerlegt man, ebenfalls mittels (3.1.109), D in ein Produkt,
ﬁ(a) - ei]))?efixi’eipx — efixle'eipf(efipx , (311 12)

so dass klar wird, dass sich die Erzeugung des kohérenten Zustands aus dem Grundzustand als Transla-
tion im Phasenraum sowie, gemif3 der Heisenberg-Algebra, der Multiplikation mit einer Phase darstellen
1463t. Die Phase unterscheidet dabei zwischen den beiden moglichen Reihenfolgen der Orts- und Impuls-
Translationen.

e Weiterhin kann zeigen, dass der Uberlapp zweier kohirenter Zustinde
(Blay = eflatlebr (3.1.113)

ist, konsistent mit ihrer Normierung (3.1.107). Hierin wird jedoch sichtbar, dass (8|a ) # O fir @ # S,
d.h., unterschiedliche kohirente Zustinde sind nicht orthogonal zueinander.

Um eine physikalische Interpretation der kohédrenten Zustinde zu geben, betrachten wir ihre Zeitentwick-
lung von 7y = 0 nach . Wir nehmen H als zeitunanhéngig an und berechnen den Zeitentwicklungsoperator
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3. Eindimensionale Probleme

gemif (2.1.13) und (3.1.11),
la; 1) = e (V42 0;0)
_ L SIS —iw(n+1/2)t
=e 2 —e |n)
=2 e 0) (3.1.114)

Bis auf eine multiplikative, -abhingige Phase besteht die Zeitentwicklung also in einer Phasenrotation
der komplexen Phasenraumkoordinate

a ) =a(0)e ', (3.1.115)

gleich der Zeitentwicklung des klassischen harmonischen Oszillators, denn es gilt, dass

1 /o .4
(a@lala@®))=(a@®)| —=(X+iP)|la (1))
(i)
= a(t) = a(0) [cos(wt) — isin(wt)] . (3.1.116)
Es folgt, dass die Projektion auf die Ortskoordinate eine klassische harmonische Oszillation ausfiihrt,

(a@®)|X|a @) = V2a(0)cos(wr), (3.1.117)

und analog der Impuls P.

Entsprechend gilt fiir die urspriinglichen Operatoren X, p:

(B = \/Ea(O) cos(wt) = go cos(wt) (3.1.118)
mw
Plos =~ V2himw a (0) sin(wt) = —mwqg sin(wt) (3.1.119)
_ mw _ q0
= a(0) =g / 7 \/Exo (3.1.120)

Als nichstes mochten wir nun die Wellenfunktion bestimmen. Dazu betrachten wir

a-a)|a)y=0 = (x|la—-ala)=0. (3.1.121)
Wir erhalten damit - q
[@x—o(x+xéa)—a} Yo(x) =0, (3.1.122)
was gleichbedeutend mit
d
(i +xp— — \/Ea) Yalx) = 0 (3.1.123)
Xo dx

ist. Diese DGL 16sen wir mithilfe des Ansatzes

Yalx) = Noe A0 +BC, (3.1.124)
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Eingesetzt in (3.1.123) fiihrt dies zu dem Ergebnis

i ﬁR(’(O‘)X g i6(x,t)
Ya(x) = Noe 2‘3[ ofists , (3.1.125)

worin die Phase durch 6 (x,t) = V2 %Im (a (1)) definiert ist. Denn damit
(i + Bxp — 2Axx) — «/Ea) Uo =0 (3.1.126)
Xo
fiir alle x gilt, muss separat A = 1/ (2x§), B = \/ia/ Xo sein. Damit ist

1 2
AP +Bx+C=—~ (i) + V2a= — [Re (@)
2 X0 X0

(x - \/ExoRe (a/))2
= 5 +i6(x, 1) . (3.1.127)
2x;5

C € R kann frei gewihlt werden, da es einfach N, umdefiniert.

Zeitabhingige Wellenfunktion und Wahrscheinlichkeitsdichte des kohiirenten Zustands mit

a(0) = go/(V2xo):

1 i 1| x - gocos(wt) 2 .Xqo .
Yo (,)=|—| expi-5|———| —i— sin(w) ¢, (3.1.128)
mxg 2 X0 Xy
1 RES cos(wt) 2
Pao (X, 1) = N exp{ [—xo ] } . (3.1.129)

e (3.1.128) ist ein nicht-dispersives, um x(f) = gocos(wt) zentriertes, Klassisch oszillierendes
GauBsches Wellenpaket, dessen Breite durch die Oszillatorlidnge xo = Vi/mw gegeben ist. i,
vereint damit die Eigenschaften der klassischen Oszillation mit denen der Quantenmechanik: (1)
Die Oszillation des Mittelwerts gibt die Bewegung der Teilchenposition im Potential wieder. (2)
Das Wellenpaket ist gauflsch verbreitert, unterliegt damit minimaler Impuls-Orts-Unschirfe. (3)
Die Funktion unter der gaufischen Einhiillenden gibt mit ihrer raumlichen Oszillation einer ebenen
Welle, mit zeitabhiingiger Wellenzahl « sin(w?) den momentanen Impuls des Teilchens wieder,
welcher ebenfalls harmonisch oszilliert, relativ zum Ort um eine Phase /2 verschoben.

Animationen der Zeitentwicklung der Wellenfunktion (3.1.128) finden sich auf der Webseite der
Vorlesung,

https://www.Kip.uni-heidelberg.de/gasenzer/teaching/ss24_qm_material.

e Kohirente Zustinde bilden das Bindeglied zwischen klassischer Physik und Quantenmechanik.
Besonders hiufig werden sie in der Elektrodynamik eingesetzt, wo sich viele zu einer Laserwelle
tiberlagerte Photonen im Mittel wie eine klassische elektromagnetische Welle verhalten, die Quan-
tenfluktuationen aber durch die kohédrenten Zustéinde beschrieben sind.

Zum Abschluf} betrachten wir noch die Eigenschaften der Verteilung iiber die Quantenzahlen n, wenn
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3. Eindimensionale Probleme

man den kohidrenten Zustand als Superposition der Energie-Eigenzustdnde | n ) auffasst:

lay=e 2 ¢, n) (3.1.130)
) | |2n
= le,|” = = Poisson-Verteilung , (3.1.131)
welche durch die Varianz
12
(ANY = e 3" 2 e, 2 = (N)
- ¥ 0 _ # 2
=(ala' aa" ala)-{ala'ala)
=ata+[a,a’)
=(a|d'd'aala) +(a|a'ala) - (a|d a|a)?
2 N _
=laf* +laf? = (jaP)" = lof* = <N>a =N, (3.1.132)
charakterisiert ist, welche also gleich dem Mittelwert in n ist. Daraus folgt:
Schwank AN 1 1
awankung _ AN _ L - (3.1.133)

Mittelwert N VN lal

wie bei einer Normalverteilung .

Die statistischen Momente 1. und 2. Ordnung der Poissonverteilung stehen also im selben Verhéltnis
zueinander, wie die der GauBverteilung. Fiir groBe N #hneln sich Poisson- und GauBverteilung in der

Umgebung ihrer Maxima zunehmend.

Damit schlieBen wir unsere Diskussion der kohdrenten Zustinde und gehen zu einer weiteren Klasse
wichtiger Eigenwertprobleme der stationdren Schrodingergleichung tiber, den sich stufenweise verin-

dernden Potentialen.
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3.2. Potentialstufen

Bislang haben wir Potentiale V(x) mit Ortsabhéngigkeit betrachtet, welche entweder

e V (x) = konstant waren und die wir 0.B.d.A. als = 0 wihlen konnten, da ein konstantes Potential
Vi zu einer unphysikalischen konstanten Phase exp{—iVyt/#} fiihrt, oder es galt

e V(x) « x2, im Fall des harmonischen Oszillators.

Als néchsten Schritt wollen wir jetzt Potentiale V (x) betrachten, welche stiickweise konstant sind und
dazwischen eine Unstetigkeit aufweisen.

3.2.1. Stuckweise stetige Potentiale

Allgemeiner konnen wir stiickweise, innerhalb von Regionen I und II, stetige Potentiale betrachten, wel-
che dazwischen eine Stufe aufweisen:

V

T & T »

Abbildung 3.1.: Stiickweise stetiges Potential mit Stufe

Ziel ist die Losung der zeitunabhéngigen Schrédingergleichung,

d*y (x) 2m
- [E-V @)y (x). (3.2.134)

Wie wird  (x) durch die Potentialstufe bei x = a beeinflufit? Dazu nehmen wir an, dass auch die Wellen-
funktion oder ihre Ableitung dort eine Stufe aufweist:

@) ¥ (x) ~ 8 (x — a) in einer e-Umgebung von q, ist also unstetig bei a

>y (x)~8 (x—a) (3.2.135)
(ii) U (x)~0(x—a)umx=a

>y (x)~5(x—-a) (3.2.136)

Beide Annahmen fiihren jedoch zu einem Widerspruch, da fiir eine entsprechende Losung der zeitunab-
hingigen Schrodingergleichung der Term der kinetischen Energie einer d-Distribution bzw. ihrer Ablei-
tung, der Potentialterm dagegen einen endlichen Sprung aufweisen wiirde,

y'(x) o~ V(x) ¥ (x) , (3.2.137)
——— ——
endlicher Sprung ~ 8(x —a) endlicher Sprung oder Knick

und sich beide daher nicht zur der mit dem Energie-Eigenwert E multiplizierten Wellenfunktion addieren
konnen. Daraus folgern wir: ¢ und ¢’ miissen beide stetig bei x = a sein.
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3. Eindimensionale Probleme

Anschlussbedingungen fiir die Wellenfunktionen i beiderseits einer Potentialstufe:

Y1 (a) = yu(a) , (3.2.138)
Y1 (@) = Yy (a) .
Diese Bedingungen lassen sich auch in Quotientenform schreiben,
Yi(a) Yy (a) , /
= L= o (Iny), = (Inyn), (3.2.139)

Y@  yu(a)

Wir bemerken, dass fiir den Fall, dass das Potential selbst einer Distribution gleicht am AnschluBBpunkt,
V (x) ~ ¢ (x), die obige Argumentation ihre Giiltigkeit verliert.

3.2.2. Potentialstufe

Nun betrachten wir den vereinfachten Fall des stiickweise konstanten Potentials V (x) = V8 (x — xp), mit
Vo = 0:

I %o T X

Abbildung 3.2.: Potentialstufe

Der Einfachheit halber wihlen wir xy = 0, und wir erhalten damit die folgenden Schrédingergleichungen
beiderseits der Stufe:

2mE

1y = ——;”2 y= -2y, fir x<0, (3.2.140)
’” 2m 2 41 ..

Ly = =25 (E-Vou = k", fir x>0. (3.2.141)

Zur Losung der Schrodingergleichung fiir das Gesamtsystem miissen wir unterscheiden, ob die Energie
grofBer als das hohere der Potentialniveaus bei x > 0 ist oder darunter liegt:

Fall1: E > V.

In diesem Fall entspricht die Losung beiderseits der Stufe einer ebenen Welle mit ki, k;; € R. Die Schro-
dingergleichung wird in I und II also durch die zwei méglichen Funktionen mit (bis auf ein Vorzeichen)
gleicher Wellenzahl,

k[ X< 0 R

(3.2.142)
kH X > 0,

et e mit kz{

gelost. O.B.d.A. nehmen wir an, dass die Welle ™% yon links einfillt und teilweise reflektiert und teil-
weise transmittiert wird. Links von der Stufe setzen wir die Losung daher als Superposition an, wihrend
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rechts nur eine auslaufende Welle beitrigt:

Y1 (x) =e“* + Re MY x <0, (3.2.143)
Y (x) = Tekre, x>0, (3.2.144)
() =[1-0)]g1(x)+0x)yn(x) . (3.2.145)

Aus den Anschlussbedingungen (3.2.138) bei x = 0 erhalten wir:

fir ¢: 1+R=T, (3.2.146)
fir ' : ik(1-R) =ikgT, (3.2.147)

Durch Kombination erhalten wir, dass

ky — k 2k
R = Mz Ku T = 1

- , - . 3.2.148
k] + kH k[ + kH ( )

Da die obigen Losungen als ebene Wellen im jeweiligen Halbraum angesetzt sind, ist auch die kombi-
nierte Losung nicht normierbar tiber R. Um Normierbarkeit zu erreichen, konnte man die ebenen Wellen
z.B. mittels einer GauB3-Einhiillenden zu einer im Unendlichen abfallenden und damit quadratintegrierba-
ren Wellenfunktion machen. Das hier bestimmte Verhalten in der Umgebung von x = 0 wiirde dann lokal
weiterhin gelten. Graphische Darstellungen der Wellenfunktion (3.2.145) fiir durchstimmbares V; finden
sich auf der Webseite der Vorlesung.?

Um die Losung mittels ebener Wellen physikalisch zu interpretieren, betrachten wir die Wahrscheinlich-
keitsstromdichten:

Ji(x) = 21}"1 [(e_ik“‘ + R*eik‘)‘) ik (eik”‘ -R e_ik”‘) - c.c.]
Tk

=— (1 - |R|2) = jein - jreﬂekliert s (32149)
m
. hk .
Ju@) = —E TP = juamsmitien - (3.2.150)
Hierin sind:
Reflexionskoeffizient : r= J,r—eﬂ = |R|2 , (3.2.151)
Jein
. . . _ jtrans _ k[l 2
Transmissionskoeffizient : t=—=—1T|". (3.2.152)
Jein kI

Diskussion der obigen Ergebnisse:

e Man bedenke, dass es klassisch in diesem Fall keine Reflexion gibe. Wiirden wir V < 0 wihlen,
so konnte man das Problem “umgekehrt” auffassen und fiir eine von rechts aus II einfallende und
teilweise reflektierte und transmittierte Welle 16sen. Allgemein kénnen wir durch Superposition

3https://www.kip.uni-heidelberg.de/gasenzer/teaching/ss24_qm_material
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dieser und der oben bestimmten Losungen Wellen konstruieren, welche auf beiden Seiten ein- und
auslaufende Komponenten haben.

Es ist daher auch moglich, eine von links einlaufende Welle zu betrachten, welche auf eine sol-
che abfallende Stufe, V < 0, trifft und dort teilweise transmittiert und reflektiert wird. Dann finden
wir im Grenzfall V) — —oo, dass T — Ound |R| — 1 geht, was ebenfalls klassisch nicht moglich ist.

Quantenmechanisch erhalten wir ein Wellenphdnomen &hnlich wie bei Licht beim Durchgang
durch eine Grenzfliche zwischen Medien mit verschiedenen Brechungsindizes.

Wir betrachten den Grenzfall E - oo, (E > |V}):

= kH — k[ . (32153)
=R—-0 , T->1. (3.2.154)

Wegen der scharfen Stufe wird der klassische Grenzfall gemif3 Ehrenfest-Theorem erst fiir £ —
oo erreicht. (Betrachtet man alternativ keine Stufe, sondern etwas ein stetig iiber eine Distanz d
variierendes Potential, z.B. V = V[l + tanh(x/2d)] /2, so werden Teilchen mit k > 4~! nicht
reflektiert.)

Teilchenzahl-Erhaltung: Aus den Losungen fiir R, T folgt:
k(1= IRP) = kn ITP (3.2.155)
= jI = jII s = Jein = Jrefl t+ jtrans . (3.2.156)
Die letzte Gleichung entspricht der Kontinuititsgleichung, da p = 0.
Wir betrachten die Phasen- und Amplituden-Beziehungen. Diese sind leicht grafisch aus

¢|X:a = stetig, und | _

_ = stetig (3.2.157)

abzulesen, s. Abb. 3.3 auf S. 99.

Fall2: E <V,

In diesem Fall ist die Energie rechts der Stufe niedriger als das Potential, so dass dort k>/(2m) = E-V, < 0
ist und der Impuls daher imaginér sein muss, kjj € iR:
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Abbildung 3.3.: Der Realteil und der Imaginirteil von ¢ (x) und die Wahrscheinlichkeitsdichte [ (x)l2
gegen xk;/ (2n), fur Einfallsenergie £ = 4V,y/3, d.h. ky/kp = 1/2.

Die Wellenfunktion féllt daher in x exponentiell ab,

Y (x) = Te ™, worin ki = —lkg € R (32158)

Mit Hilfe der gleichen Argumentationsschritte wie oben, d.h. , den Bedingungen, dass ¥ und ¢’ an der
Stufe sein miissen, erhalten wir:

ky—i 2k
e e S PO A B (3.2.159)
kI + 1K1 kI + 1K11
woraus folgt, dass |R|2 = 1 — vollstidndige Reflexion. (3.2.160)

Da der Transmissionskoeffizient nicht verschwindet, T # 0, dringt die Wellenfunktion bis x ~ KI‘I1 in die
Potentialbarriere ein:

2

T TEE 3.2.161
1 +iKH/k] ( )

Yi(x) = [(COS (kyx) — % sin (klx)) (1-0(x) +e 0 (x)
1
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Abbildung 3.5.: (a) Die Wellenfunktion fiir «j;/k; = 3/4. (b) Wellenfunktion an einer Unendlichkeitsstel-
le.

Fall 3: V) - oo

In diesem Grenzfall einer unendlich hohen Wand versiegt die Transmission und die Welle wird totalre-
flektiert:

= K > © = T-0, R— -1; (3.2.162)
= Y (x) — isin(kx) (1 - 0(x)) . (3.2.163)

Insbesondere gilt, dass

¥ (x) | =0 (Dirichlet - Randbedingung) . (3.2.164)

x = Position der Wand
Y (x) lWan 4= ik ist durch das Potential links der Schwelle (hier V(x < 0) = 0), sowie den Eigenwert E
festgelegt. (Ohne Randbedingung bei x — —oo ist E > 0 beliebig wihlbar.)

3.3. Potentialbarriere und Tunneleffekt

Bereits beim harmonischen Oszillator hatten wir festgestellt, dass die Wellenfunktion in den klassisch
“verbotenen” Bereich eindringt, innerhalb dessen die Gesamtenergie kleiner als die Hohe des Poten-
tials ist. Mit der Potentialbarriere zwischen stiickweise konstanten Potentialebenen konnten wir dieses
Eindringen formal durch eine exponentiell abfallende Wellenfunktion beschreiben, in welcher die Ab-
fallkonstante durch die “imaginire Wellenzahl” x = Im v2m(E — V) gegeben ist. Wihlen wir nun die
Ausdehnung des Bereichs, in dem ein solcher exponentieller Abfall der Wahrscheinlichkeitsamplitude
vorliegt, endlich groB3, so kann die Wahrscheinlichkeit iiber die Breite dieser Potentialbarriere nicht auf
Null abgefallen sein. Jenseits der Barriere muf also eine endliche Wahrscheinlichkeit verbleiben, mit der
das von links einlaufende Teilchen dort gefunden werden und somit durch die Barriere “getunnelt” sein
kann. Diese Wahrscheinlichkeit 148t sich leicht aus der bereits berechneten Funktion innerhalb der Barrie-
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3.3. Potentialbarriere und Tunneleffekt

Abbildung 3.6.: Potentialbarriere

re ableiten. Um die Wellenfunktion im gesamten Raum zu bestimmen, gehen wir an der zweiten Barriere
ebenso vor wie an der ersten und beriicksichtigen dort wieder die Anschlu8bedingungen fiir ¢ und ¢’.

Der Einfachheit halber legen wir die Potentialbarriere symmetrisch um den Ursprung, zwischen x = —a
und a, siche Abb. 3.6:
Vx)=Vob(a—-Ix) . (3.3.165)

O.B.d.A. betrachten wir wieder eine von links einfallende Welle. Fiir Energien E < V; gilt fiir die
Wellenzahlen in den Bereichen I bis III, in Analogie zur einfachen Potentialstufe:

k[ = kH] = k, —ikH =K =K. (33166)

Die Wellenfunktion setzen wir nun allgemein jeweils als Superposition ebener Wellen bzw. abfallen-
der/ansteigender Funktionen zu beiden Vorzeichen an. Da die Potentialbarriere endliche Ausdehnung
hat, sind positive wie negative k zuléssig,

Yyx) = 0(-a-x) [Aeikx + Be_ikx]
+ 0 (a— |x|) [Ce™ + De*]
+0(x - a)|Fe** + Ge™*] . (3.3.167)

Die Anschlussbedingungen fiir ¢ und ¢’ bei x = =+a liefern 4 Gleichungen fiir 6 Unbekannte, welche
es erlauben, z.B. A, B, C, D durch F, G auszudriicken. Beispielsweise ergibt sich nach Elimination von C
und D (s. z.B. F. Schwabl, Quantenmechanik, Kap. 3.3 [1]), dass

B o)

mit
@ = |cosh (2xa) + %esinh (2Ka)) e2ika (3.3.169)
B= %nsinh(ZKa) , (3.3.170)
worin e=%—§, ’7=£+§- (3.3.171)

Nun betrachten wir den Spezialfall eines von links einlaufenden Teilchens. Hierfiir ist G = 0, siche
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3. Eindimensionale Probleme

Abb. 3.6, und man erhilt

A =aF, B=pB'F (3.3.172)
Aus dieser Losung ergibt sich die
Definition 3.7. Transmissionsamplitude:
B F o e—2ika
SE)=7=a" = cosh (2ka) + i (€/2) sinh (2ka) (3.3.173)
und hieraus den
Definition 3.8. Durchldssigkeitskoeffizient:
e -l
IS(E)? =1+ (1 + Z)sinhz (ZKG)]
L Transmissions-Wahrscheinlichkeit (3.3.174)
Wir untersuchen nun den Durchlissigkeitskoeffizienten, d.h. die Transmissionsamplitude:
23\~ 1 2
16 (kk
IS(E)P = (1 + i) gertia = LOUR g
4 (k% + k2)
- 16£ 1= £ e—4\/2m(V0—E)a/h
Vo Vo
4da E E
= ——\2m(Vo—E)+In|[16— (|1 - — . 3.3.175
exp{ hvm(o )+ 1In Vo( Vo)]} ( )

Vernachldssigt man den logarithmischen Term, welcher im Vergleich zum Exponentialfaktor nur schwach

in E/V, abfillt, erhilt man

IS(E)P? ~ exp {—%a \2m (Vo - E)} )

(3.3.176)

Wihrend ein klassisches Teilchen fiir Vy > E an der Barriere reflektiert wiirde, bleibt im quantenme-
chanischen Fall fiir ka < oo eine endliche Durchgangswahrscheinlichkeit. Dies bezeichnet man als den

Tunneleffekt.

Beispiele fiir das Vorkommen des Tunneleffekts sind:

e Beim a-Zerfall von Kernen tunneln a-Teilchen, bestehend aus zwei Protonen und zwei Neutronen,
der Form nach also Helium-4-Kerne, aus dem Verband eines groleren Kerns heraus. Dieser radio-
aktive Zerfall geschieht mit einer bestimmten Wahrscheinlichkeit, welche durch die Halbwertszeit
des instabilen Kerns festgelegt ist und 14t sich als Tunnelprozess innerhalb der durch die Kern-

und elektromagnetischen Krifte verursachten Krifte und somit Potentiale beschreiben.

e Elektronen kdnnen durch Anlegen eines elektrostatischen Potentials (Feldemission) oder aufgrund
hoher Temperaturen aus einem Festkorper, etwa einem Metall entweichen. Bei niedrigen Tempe-
raturen wird die Emission allein durch den Tunneleffekt moglich bleiben (Kalte Emission). Der
Tunneleffekt bei der kalten Emission wird z.B. bei der Rastertunnelmikroskopie ausgenutzt.
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3.4. Potentialtopf

Die Riemann-Zerlegung erlaubt die Verallgemeinerung des obigen Ansatzes und so kénnen wir auch
kontinuierliche Potentialberge beschreiben. Fiir den Grenzfall hoher Barrieren gilt dann im Rahmen der
WKB-Niherung (siehe Abschnitt 7.4), dass

o [0 VT s

IS(E)* = exp{

3.4. Potentialtopf

AbschlieBend besprechen wir noch den Potentialtopf, in gewissem Sinne die inverse Potentialbarriere,
welcher an vielen Stellen der Quantenphysik, von fundamentalen Zusammenhéngen zu technischen An-
wendungen eine wesentliche Rolle spielt. Beispielsweise lassen sich die Potentiale, in denen Nukleonen
der Kerne zusammengehalten sind, ndherungsweise als Potentialtopfe beschreiben (Kernschalenmodell).
Niederenergie-Potentialstreuung kann man ndherungsweise mittels einfacher Potentialtopfe erfassen (s.
Kapitel 8), und moderne Quantengasexperimente realisieren Fallenpotentiale, welche in guter Ndherung
durch einen Potentialtopf zu charakterisieren sind.

0O.B.d.A. konnen wir den Potentialtopf endlicher Tiefe wieder um den Ursprung zentriert definieren,

V)= -Voba—Ix), Vo>0 (3.4.178)

v

Abbildung 3.7.: Potentialtopf

Wie zuvor konnen wir die Losungen der Schrodingergleichung hinsichtlich der Lage der Eigenenergie
des Hamiltonoperators relativ zur Hohe des Potentials einteilen, d.h. gebundene Zustinde (—V, < E < 0)
und Streuzustinde (£ > 0) unterscheiden.

3.4.1. Gebundene Zustande des Potentialtopfs

Wir betrachten zunéchst die gebundenen Zustinde des Potentialtopfs, fiir die die Energie hinreichend grof3
ist, um Anregungen innerhalb des Topfs zu ermdglichen, diese jedoch aulerhalb des Topfs exponentiell
abfallen, d.h. -V, < E < 0. Fiir [x| > a hat die Schrodinger Gleichung also die Losungen

Y(x)=e™,  k=—-V-2mE. (3.4.179)
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3. Eindimensionale Probleme

Aus Griinden der Normierbarkeit fiir x — +oco kommt jeweils nur die abfallende Losung i (x) = e ™™ in
Frage. Wegen der Spiegelsymmetrie P : x — —x von V (x) ist es sinnvoll zwischen P-symmetrischen und
P-antisymmetrischen Losungen zu unterscheiden:
Y™ (x) = 6(a - |x|) A cos (kx) + 0 (x| — a) Be™ (3.4.180)
Y (x) = 0(a — |x]) Asin (kx) + 0 (x| — a) sgn (x) Be ™M, (3.4.181)

mit k= ~2mE+Vy), (3.4.182)

I x>0
sgn(x)z{tl i;o . (3.4.183)

Aus den Anschlussbedingungen fiir ¥, ¥’ bei x = +a erhalten wir die Form der entsprechenden Losungen:
(Ubungen)

(i) Gerade Funktion y™:

K 14 2
tan (ka) = & = (—) -1, 34.184
an (ka) X a ( )
worin ¢ = \/2mv0%. (3.4.185)

Aus -V, < E < 0 folgt, dass die Wellenzahl einer oberen Schranke unterworfen ist:
O0<ka<(. (3.4.186)

Die Losung ldsst sich graphisch bestimmen. Fiir die Anzahl der Schnittpunkte und somit der gera-
den Losungen gilt:
¢

nt? = H , (3.4.187)
T

wobei [a] die nichst-groBere natiirliche Zahl zu « ist. Damit gibt es mindestens einen gebundenen
P-geraden Zustand, dessen Energie sich fiir V) — 0 wie

N 2ma’® Vg
Ey= - 7
der Schwelle des Topfes annihert.
(ii) Ungerade Funktion y7:
2
— cot (ka) = g - (é) -1, (3.4.188)

Auch hierfiir ldsst sich wieder eine graphische Losung finden. Im Bereich

e

S -1) << (2n 1) (3.4.189)
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hat (3.4.188) genau n{:) Losungen. Erst fiir

RY; 2mV0

. .. . (2)
gibt es ungerade Losungen mit n, * Knoten.

> (3.4.190)

St Q
SRS
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3. Eindimensionale Probleme

3.4.2. Grenzfall des unendlich tiefen Potentialtopfs

Wir betrachten den Grenzfall, dass der Topf unendlich tief wird, was gleichbedeutend ist mit unendlich
hohen Winden, so dass in der Region auflerhalb des Topfs die Wellenfunktion exakt gleich Null sein
muss. Dies konnen wir durch entsprechende Grenzbetrachtung der bisherigen Resultate herleiten, fiir

Vo — o0 = (> . (3.4.191)

Wir erhalten damit aus den Losungen der transzendenten Gleichungen (3.4.184) und (3.4.188), dass ka
alle moglichen Werte annehmen kann, fiir die die jeweiligen linken Seiten dieser Gleichungen diver-
gieren, tan (ka) — oo, cot (ka) — oo. Aus diesen Bedingungen konnen wir fiir die moglichen Energie-
Eigenzustinde im Potentialtopf gerade und ungerade Funktionen unterscheiden:

1

oD (x) = 79(41 — |x) cos (gx) , mit ga=(s+1/2)n, seNg, (3.4.192)
a
1

gofz_) (x) = T@(a — |x]) sin (gx) , mit ga=sr, seN. (3.4.193)
a

Diese Losungen lassen sich in einer allgemeinen Form zusammenfassen,

U (x) = LG(a —|xDsin[(x + a)k,] , mit k,=mn+1) s , neNy. (3.4.194)
Va 2a

Deren Eigenenergie resultiert als
_ Pky WP (n+ 1)

Ey=—Fw—=—Fc—F—. 3.4.195
" 2m 8ma? ( )
TW)M
Y .
/ L " /
C«/{\ ) ,/4/j \\” £,
/ N il
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A i
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Abbildung 3.8.: Unendlich tiefer Potentialtopf

Die Losung der Schrodingergleichung fiir den unendlich tiefen Potentialtopf erscheint in der Regel ein-
fach: Innerhalb des Topfs verschwindet das Potential, und als Losungen kommen alle ebenen Wellen
in Frage. Durch die unendlich hohen Winde wird das Eindringen der Wellenfunktionen unterbunden,
woraus folgt, dass die Wellenfunktion auerhalb gleich Null sein muss. Damit sind erste und zweite
Ableitungen auBerhalb ebenso gleich Null. Sorgt man nun bei den innerhalb zur Verfiigung stehenden
ebenen Wellen dafiir, dass die Dirichlet-Randbedingung fiir die Wellenfunktion erfiillt ist und diese damit
stetig in ihren Wert aullerhalb iibergeht, so ergibt sich daraus bereits das vollstindige Energiespektrum.
Die entsprechenden Losungen sind — bis auf eine konstante Phase — alle Sinus- bzw. Cosinus-Wellen mit
Knoten am Rand, mit Wellenzahlen wie in (3.4.194) gegeben. Die Stetigkeitsbedingung fiir die erste Ab-
leitung wird hingegen irrelevant, obwohl sie nicht mehr erfiillt ist, da die Ableitung an der Wand innerhalb
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der Box stets ungleich Null ist. Die zweite Ableitung ist zwar aufgrund der Form der Losung am Rand
innerhalb wie auB3erhalb gleich Null, fiir |x| — a, |x| < a und |x| > a, strenggenommen verbleibt jedoch
am Rand ein Sprung in der ersten Ableitung, dessen “Hohe” aus dem Wert der Ableitung innerhalb des
Topfes und damit letztlich aus Wellenzahl und Normierung folgt. Diesem Sprung entspricht dann eine
Singularitit der zweiten Ableitung am Rand, die jedoch gemill der oben ausgefiihrten Diskussion des
Grenzfalls Vy — oo, ¥,(a) — 0 nicht auftritt solange V), endlich ist und daher keine Rolle spielt!

Es sei an dieser Stelle an die Tatsache erinnert, dass die stetigen Funktionen auf einem endlichen Intervall, mit
Skalarprodukt, keinen Hilbertraum, lediglich einen Prihilbertraum bilden, da es in ihnen konvergente Cauchy-
Folgen gibt, welche gegen nicht-stetige Funktionen konvergieren. Dies gilt hier fiir die erste Ableitung der Wel-
lenfunktion auf einem Intervall, welches die beiden Stufen des endlich tiefen Potentialtopfs einschlieBen. Geht
man asymptotisch zum unendlich tiefen Topf iiber, so sind die Energie-Eigenfunktionen und ihre Ableitungen
stetig, solange der Limes nicht erreicht ist. Die Ableitung ¢, (x) weist am Rand einen Knick auf, und die Funktion
nihert sich mit V) — oo einer Heaviside-Stufenfunktion.

3.4.3. Streuzustande und Resonanzen

Zum Abschluss wollen wir uns noch mit den Streuzustinden des Potentialtopfs beschiftigen, welche fiir
E > 0, also Energien oberhalb der Schwelle existieren, bei denen das Teilchen sich, im Gegensatz zu den
Bindungszustinden, auch auflerhalb des Topfs aufhalten kann. Die entsprechenden Losungen der Schro-
dingergleichung erhilt man leicht aus den Zustinden der in Abschnitt 3.3 diskutierten Potentialbarriere,
indem man Vo — -V ersetzt:

o Im Auflenraum, |x| > a, lauten die moglichen Wellenzahlen

V2mE
hi

k = €R, (3.4.196)

e wihrend im Innern des Potentialtopfs, |x| < a, noch die Tiefe V|, des Potentials hinzukommt,

g= Y2EFVO) o (3.4.197)

h

Im Vergleich zur Potentialbarriere ersetzen wir hier k — « = igq.

Wir wihlen nun wieder 0.B.d.A. als Ansatz eine von links einfallende ebene Welle, so dass in der zuvor
verwendeten Notation der Koeflizient G = 0 ist. Unter Zuhilfenahme der Relationen

cosh (iga) = cos (qa) , sinh (iga) = isin(ga) (3.4.198)

finden wir damit die Transmissionsamplitude

—2ika
= S(E) = R , (3.4.199)
cos (2qa) — 5€sin (2ga)
k
mit  e=24+%) (3.4.200)
k q
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welche dem Transmissionskoeffizienten

1

S(E)f* = 3.4.201
SE) 1+ 1(e2-1)sin* (2qa) ( )
2 2
N T 2 N
mit e€—-1= (k q) =S EE+ V) (3.4.202)

entspricht. Wir diskutieren im folgenden die mathematischen Eigenschaften und physikalische Bedeutung
dieser Losung.

(i) Analytische Eigenschaften der Transmissionswahrscheinlichkeit |S (E)[?

Da €2 — 1 > 0 fiir V, > 0 und sin*(2ga) > 0, ergibt sie der Wertebereich von S zu
0<IS(E))<1. (3.4.203)
Insbesondere erfolgt keine Streuung,
|S (E)|2 =1 wenn 2ga=nn, (3.4.204)
und in diesen Fillen ist die Energie der Losung

KWinn?

E=EY =
R 8ma?

-V (3.4.205)

worin n € N und n > [Sma2 Vo]l/2 / (hr), so dass die notwendige Bedingung E;f ) > 0 fiir die hier betrach-
teten Streuzustinde erfiillt ist. Fiir die diskreten Werte g = nn/(2a) liegt demnach ein Transmissionsmaxi-
mum vor, d.h. V ist vollkommen durchlédssig. Zwischen diesen Maxima findet man Transmissionsminima,
ungefihr bei den Wellenzahlen g = (n + %)n/ (2a) (s. Abb. 2?).

Anmerkungen:

o Die Energien der Transmissionsmaxima fallen mit denen, (3.4.195), des unendlich tiefen Potenti-
altopfs zusammen.

e Fiir { = V2mVya/h > 1, E < V), ergeben sich gut ausgeprigte Transmissions-Resonanzen, d.h.,
je grofer £ (tiefer/breiter der Potentialtopf) ist, desto schirfer sind die Resonanz-Peaks ausgepragt.

(ii) Eigenschaften von S (FE) in der komplexen Energieebene

Die komplexe Transmissionsamplitude (3.4.199) weist bei {g (E) , k (E)}, an denen der Nenner von S (E)
verschwindet und S somit divergiert:

i

cos (2qa) = 3 (% + S) sin (2qa) (3.4.206)
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Mit cot (2x) = (cot x — tan x) /2 folgt:

ik
cot(qa)—tan(qa) = = - 4 (3.4.207)
— q ik
f £ N—— \/-’71
g 4
=>f-fl=g-g". (3.4.208)
Dies entspricht einer quadratischen Gleichung in f oder g, mit den Losungen f = g bzw. f = —g™!, so
dass L L
tan (ga) = —i—, oder cot(ga) =i—. (3.4.209)
q q

In den Losungen dieser Gleichungen erkennen wir fiir negative Energien E die zuvor diskutierten Bin-
dungszustinde des Potentialtopfs wieder, wihrend fiir £ > 0 sowie Energien unter dem Bodenniveau des
Topfs keine Losungen reeller Energie existieren:

(a) E<-Vp:
keiR, geiR. (3.4.210)

= Da der Sinus eines imagindren Arguments imaginér ist, sind keine Losungen der Gleichungen
(3.4.209) moglich.

(b) —Vy < E < 0 (Bindungszustinde):

> k=1

V2mE|
’:' | _ikeiR. geR. (3.4211)

Die Eindring-Konstante x und Wellenzahl ¢ 16sen die Gleichungen (3.4.209) und entsprechen den
geraden/ungeraden Bindungszustédnden im Potentialtopf (siehe Abschnitt 3.4.1).

(c) E>QO:
keR, gqgeR. (3.4.212)

= In diesem Energiebereich sind ebenfalls keine Losungen von (3.4.209), mit Energien £ € R
moglich.

Diskussion der Pole
zu (b): Wir erinnern uns:

S(E) = F Amplitude der nach rechts auslaufenden Welle
" A Amplitude der von links einlaufenden Welle

(3.4.213)

Wegen E < 0 muss A = 0 sein, da sonst ¢ fiir x — —co ins unendliche anwachsen wiirde. F' und die
Amplitude B der links auslaufenden Welle sind jedoch endlich wegen des exponentiell abfallenden Ver-
haltens ¢ (Jx| — co0) ~ e Daher muss fiir die Bindungsenergien S (Ep) — oo divergieren. Dies ist an
den Polen bei E = E}, < 0 gegeben.

zu (c): Nun wollen wir S (E) bei den Resonanzen (E = ER) betrachten und schreiben dazu (3.4.199) als

1
cos (2ga) | — i (% + g)tan (2qa)

S(E)e?ka = (3.4.214)
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3. Eindimensionale Probleme

Wir erinnern uns, dass die Resonanzen mit Energie Ex bei den Wellenzahlen 2ga = nm auftreten. Daraus
folgt, dass
cos 2qa)|, = (=)',  tan(2qa)|, =0. (3.4.215)

Wir Taylor-entwickeln den Term, der die Position der Resonanzen festlegt, um E = Eg, in erster Ordnung
in der Abweichung E — Eg:

1 k 2
§€+5}mawg=f@-Ew+m, (3.4.216)
mit 2= |1(4, k) 4G (3.4217)
r[2\k"q) aE |,

Einsetzen von k = V2mE/fi, g = V2m (E + Vy)/h ergibt:

2 2ma 2Er + V)

== , (3.4.218)
I 2h - \Eg (Eg + Vo)
und fiir einen tiefen Potentialtopf (V,, > ER) erhalten wir, dass
2. YmVa 1 _ e £ (34.219)

r 2h VVoER - VRh - 2VHER

mit der klassischen Einfallsgeschwindigkeit vg = V2Eg/m entsprechend der Resonanzenergie Er. Wir
erhalten damit die Transmissionsamplitude in der geniherten Form

ir/2

SE 2ika2 _ln
(E)e™ =V =2

(3.4.220)

in der Umgebung der Resonanzen bei E = Eg. Daraus folgt, dass S (E) Pole in der komplexen Ebene bei

r
E=Ex~iz (3.4.221)

aufweist, vgl. Abb. 3.9. In der Nihe dieser Pole gilt:

Transmissionswahrscheinlichkeit ~ Lorentz- bzw. Breit-Wigner-Funktion:

/2y

S(E)? = )
ISEN (E - Er)* + (T/2)?

(3.4.222)
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Abbildung 3.9.: Pole von S(E) in der komplexen Energiebene: Die Position der Pole bei E = E, < 0
im 1. Blatt entsprechen den Bindungsenergien. Die Pole bei E = Ex —il'/2 im 2. Blatt
entsprechen Resonanzen bei E = Er. Die Breite einer Resonanz bei Er wird durch

I' = I'(ER) bestimmt.

Anmerkungen:

o Driickt man S (E) mittels einer reellen Amplitude und einem Phasenwinkel aus,
S(E) = |S(E)| e,

mit  tan (8 (E)) = % (% + g)tan (2qa) = %(E - Ep) (3.4.223)

in Resonanznihe, so findet man die Phasenverschiebung

0 (E) = arctan [% (E - ER)] (3.4.224)

zwischen transmittierter und einlaufender Welle:
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3. Eindimensionale Probleme

Abbildung 3.10.: a) Breit-Wigner-Funktion, b) Phasenverschiebung

Dies entspricht einem charakteristischen Resonanzverhalten eines geddmpften Oszillators, wie es
bereits aus der Mechanik und der Elektrodynamik bekannt ist.

e Fiir { > 1, |Er| < Vg kann I" < Er werden, was zu scharfen Resonanzen fiihrt.

e Der Verzweigungsschnitt von VE ist hier willkiirlich auf die positive Re(E)-Achse gelegt.
= VE = |E|'?, VE = —|E|'? . (3.4.225)

Damit liegen die Resonanzpole bei Er —il'/2 im 2. Blatt, denn fiir sie soll im Limes I' — 0 gelten:

VER —iT/2 — +|ER|'? . (3.4.226)
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4. Bewegung im Zentralpotential

Wir nihern uns im nun folgenden Kapitel dem, historisch gesehen, ersten Hohepunkt der Quantenme-
chanik: Der Beschreibung der Eigenschaften des Wasserstoffatoms, insbesondere der Besonderheiten des
Energiespektrums sowie dessen Modifikation in einem dufleren elektromagnetischen Feld. Hierfiir wer-
den wir die Schrodingergleichung erstmals in mehr als einer Raumdimension 16sen miissen, und zwar fiir
einen Fall, in dem ein einfacher Produktansatz y(x) = [];-; 4 ¥:(x;) nicht mehr hinreicht. Letzteres wire
z.B. dann moglich, wenn gar kein Potential vorliegt und wir einfach ein freies Teilchen betrachten. Aber
auch in jedem Potential, welches die Bewegung in den d Koordinaten unabhéngig voneinander definiert,
ist die Produktlosung moglich, so dass sich das Problem auf ein eindimensionales reduziert. Als Beispiel
sei ein/e Potentialtopf/barriere der Form V(x) = Vj [1;2;__ 4 v(x;), mit v(x;) = 8(x; — a;)0(b; — x;), a; < b;
genannt.

Das Wasserstoffatom, und mit ihm auch alle anderen Atome, fithren nun jenseits solcher in den kartesi-
schen Komponenten unabhingig 16sbaren Schrodingerprobleme. Wir wollen hier nur den ersten Schritt in
der Beschreibung der Atome unternehmen und die Bewegung zunichst eines einzelnen Elektrons um den
Kern beschreiben. Im H-Atom besteht dieser aus einem elementaren Proton, welches wir im einfachsten
Fall durch das von diesem erzeugte Coulombpotential beschreiben werden. Dieses Potential, V(r) o 1/|r],
mischt aufgrund seiner spihrischen Symmetrie die drei Komponenten in einer nichttrivialen Weise. Diese
Rotationssymmetrie werden wir jedoch gleichzeitig nutzen konnen, um die Energie-Eigenfunktionen in
geeigneter Form, ndmlich wiederum durch einen vereinfachenden Produktansatz schreiben zu konnen.

Um uns die hierzu notwendigen mathematischen Werkzeuge etwas vertraut zu machen, beginnt dieses
Kapitel mit einer Diskussion der Symmetrieeigenschaften und der daraus folgenden Operatoralgebra
von Generatoren der verschiedenen moglichen Rotationen. Wie bei den kontinuierlichen Translationen
in Orts- und Impulsraum sind die Rotationen Elemente einer Lie-Gruppe, mit zugehoriger Lie-Algebra
von Generatoren. Da die hierfiir notige Darstellungstheorie der Transformationen und Generatoren von
weitreichender Bedeutung nicht nur in der Quanten- und Elementarteilchenphysik sind, sind die ersten
Abschnitte der Lie-Theorie gewidmet, bevor auf deren Grundlage die Eigenzustinde des Drehimpulses
in einer Weise eingefiihrt werden, welche sich als sehr dhnlich zur algebraischen Behandlung des harmo-
nischen Oszillators herausstellen wird.

4.1. Rotationen im R?: Lie-Gruppe und Lie-Algebra

Ein rotationsinvariantes Potential wie das Coulomb-Potential, V(r) = V(|r|) o« 1/|r|, erlaubt Zustéinde,
welche entweder invariant unter Drehungen sind oder sich durch diese ineinander iiberfithren lassen. Im
folgenden diskutieren wir zunéchst die fiir deren Bestimmung notwendige Formulierung der Drehungen
als Operationen auf Zustdnden.

Zur Erinnerung: Unser bisheriges Programm zur Definition von Observablen beruhte auf der Identifikati-
on:

Observable o Generator einer Transformation, 4.1.1)
Impuls P “ Translationen T= exp(—iAx - p/h), 4.1.2)
Energie H L Zeitentwicklung U = exp(—i AtH/ h) (4.1.3)
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4. Bewegung im Zentralpotential

In entsprechender Weise konnen wir den Drehimpulsoperator als Generator von Rotationen im R? cha-
rakterisieren. Wir beginnen mit einem Exkurs iiber Rotationen im R3, anhand derer wir die wichtigen
Begriffe der Lie-Gruppe und Lie-Algebra kennenlernen.

4.1.1. Die spezielle orthogonale Gruppe SO(3) der Drehungen als Lie-Gruppe

Rotationen im Euklidischen Raum R? lassen sich als reelle 3 x 3-Matrizen R darstellen, welche auf Vek-
toren v € R? wirken,
R: R*5R: v Ry, (4.1.4)

worin R eine d-dimensionale orthogonale Matrix, RR” = 1 = R”R, ist, so dass detR = 1. Die Rotationen
R bilden eine Gruppe bzgl. der Multiplikation, die Spezielle Orthogonale Gruppe SO(3):
SOB3) ={ReR*:RR" =1, mit detR=1}. (4.1.5)

In dreidimensionaler Matrixdarstellung lauten die Elemente der SO(3):

1 0 0 cos¢p 0 sing cos¢p —sing O
R.(¢) =10 cos¢ =—sing|, Ry (¢ = 0 1 0 |, R,¢)=|sing cos¢p O0].
0 sing cos¢ —sing 0 cos¢ 0 0 1

(4.1.6)

Diese beschreiben aktive Drehungen um den Winkel ¢ um die jeweiligen Koordinatenachsen, welche un-
ter den Drehungen somit invariant bleiben. Eine allgemeine Drehung 146t sich durch 3 Parameter festle-
gen, denn RTR = 1 ergibt 6 Bedingungen fiir 9 Matrixelemente. Die beiden géingigen Parametrisierungen
von Drehungen im R? sind:

¢ Hintereinanderausfithrungen von Drehungen um zwei Achsen um die drei Euler-Winkel,

R(a,B,7) = R.(Y)R,(B)R (), mit 0<a,B,y<2m; 4.1.7)

e Eine einzelne Drehung um den Winkel @ um eine beliebige festgelegte Achse n = @/a. Da die
Drehung um n um den Winkel @ und die Drehung um —n um den Winkel 27 — « identisch sind,
konnen wir « auf das Intervall 0 < @ < & einschridnken, miissen aber beachten, dass fiir @ = 7 die
Drehungen um n und —n identisch sind.

Bemerkung: Da die Gruppe SO(3) kontinuierlich von 3 reellen Parametern abhingt, fungiert sie als Bei-
spiel fiir eine Lie-Gruppe:

Definition 4.1. Eine Lie-Gruppe ist eine Gruppe mit der Struktur einer glatten Mannigfaltigkeit, d.h. dass die
differenzierbare Struktur mit den Gruppeneigenschaften vertréglich ist.

Was bedeutet diese Definition? Zunéchst einmal ist eine Mannigfaltigkeit fiir unsere Zwecke ein glatter
Raum, der lokal aussieht wie R”. Genauer gesagt gibt es eine stetige Abbildung vom R” in die Mannig-
faltigkeit. Diese muss nicht global definiert sein. Lokal, also in offenen Umgebungen eines jeden Punk-
tes, liefert sie jedoch ein stetige Abbildung zwischen dem R” und der Mannigfaltigkeit. Fiir eine glatte,
d.h. unendlich oft differenzierbare Mannigfaltigkeit ist diese Abbildung differenzierbar — dies bezeichnet
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4.1. Rotationen im R*: Lie-Gruppe und Lie-Algebra

man als eine differenzierbare Struktur.! Wir haben also einen Parameterbereich als eine Teilmenge von
R" vorliegen, sowie eine Abbildung von diesem Parameterbereich auf die Mannigfaltigkeit. Im Falle ei-
ner Lie-Gruppe ordnet diese Abbildung einem Element 3 des Parameterbereichs ein Gruppenelement zu.
Konkret bedeutet dies:

Definierende Eigenschaften einer Lie-Gruppe G: Sei g5 € G das Gruppenelement zu Parameter 8. Dann ist
85185, = 883 € G, (418)
mit einer glatten, d.h., unendlich oft differenzierbaren Funktion

Bs = f(B1.B2)- 4.1.9)

Die glatte Funktion f(8;,3,) muss nun vertraglich sein mit

e dem Assoziativgesetz,

(85185,)85; = 85:(8p,855) »
81615885 = 81823 » (4.1.10)
= f(f(ﬂhBZ)’ﬂ}) = f(ﬂly‘f(ﬂ27ﬁ3)) 5

e der Existenz der Eins: Wenn 8 = 0 dem Element gz—y = 1 entspricht, ist
f(B,0) = f(0,8) =8; (4.1.1D)
e der Existenz des Inversen:

vpas : ()" =:ga, mit  f(8,8) =0. (4.1.12)

Beachte:
e Rotationen um verschiedene Achsen kommutieren nicht, z.B. ist

R (a)R,(B) # Ry(B) R (a). (4.1.13)

Deshalb ist SO(3) eine nicht-abelsche Lie-Gruppe.

e Rotationen um eine feste Achse n bilden eine abelsche, ein-parametrige Untergruppe, gegeben
durch Drehungen
Rn(¢)  mit  Rn(¢1)Rua(¢2) = Ru(¢1 + ¢2). (4.1.14)

4.1.2. Von der Lie-Gruppe zur Lie-Algebra

Die grundlegende Idee der Theorie der Lie-Gruppen besteht im Studium der Gruppeneigenschaften an-
hand des Konzepts der infinitesimalen Gruppenelemente. Aufgrund der Glattheit der Gruppenmannigfal-

IEin einfaches Beispiel einer Mannigfaltigkeit ist die Kugeloberfliche S2 in R3. Lokal, also in der Umgebung eines
jeden Punktes, sicht S? aus wie R%. Eine explizite Abbildung vom R? auf S? ist durch die Kugelkoordinaten (6,¢) —
(sin € sin g, sin 6 cos ¢, cos T gegeben. Der notwendige Parameterbereich ist [0, 7] X [0, 27), aber es gibt immer einen Punkt,
hier den Stidpol, der durch diese Abbildung nicht stetig erreicht wird. Insofern ist die Abbildung nicht global definiert.
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4. Bewegung im Zentralpotential

tigkeit, und damit der Abbildung f, konnen wir den Limes betrachten:

li =1. 4.1.15
ﬁl_l’)I(l)gﬁ ( )

Dies erlaubt die Definition infinitesimaler Transformationen um die 1 im Sinne einer Taylorentwicklung.
Anstelle einer formalen Definition betrachten wir gleich das Beispiel der SO(3). Eine Rotationsmatrix,
z.B. R,(a), konnen wir in Potenzen von « entwickeln. Fiir allgemeine R € SO(3) erhilt man so eine
Entwicklung

R=1+Q+..., (4.1.16)

wobei RTR = 1 erfordert, dass Q7 = —Q. In der Physik wihlt man die infinitesimalen Rotationen vor-
zugsweise hermitesch durch Einfiigen der imagindren Einheit i. Fiir infinitesimale Rotationen um die
i-Achse, i € {x,y, z} schreibt man

Rj=1-i6¢,F;, j=xy.2 (4.1.17)

mit den hermiteschen Generatormatrizen F; = F;',

00 0 0 0 i 0 —-i 0
F,=|0 0 -i|, F,=|0 0 ofl, F.=|i 0 of. (4.1.18)
0 i 0 - 00 0 0 0

Die infinitesimalen Gruppenelemente sind aufgrund der folgenden Beobachtung von Interesse: Alle Grup-
penelemente, die kontinuierlich mit der 1 verbunden sind, werden durch Hintereinanderausfiihrung infi-
nitesimaler Transformationen erreicht.? Fiir die SO(3) heift das:

— 1; @i )N — o i¢iFi
Ri(¢;) = 1\1,1120(]1 1NF, =€ . 4.1.19)
Endliche Rotationen um eine feste Achse n lassen sich also schreiben als

Ru(¢) = exp(=i¢ nF) = exp(—ig[n.F, + nyF, + n.F.]). (4.1.20)

Die F; bezeichnet man als Erzeugende der SO(3). Die Hintereinanderausfithrung der Gruppenmultiplika-
tion fiir infinitesimale Transformationen entspricht in erster Ordnung dem Skalarprodukt des Vektors der
Erzeugenden mit dem Vektor der entsprechenden Winkel,

Ri(6a)R;(6B) = (1 —idaF)(1 - i6BF;) (4.1.21)

=1 - i(6aF; + 6BF ;) + O([6¢%) . (4.1.22)

Das bedeutet, dass die Erzeugenden F; einen Vektorraum g beziiglich der Addition bilden. Die nicht-
abelsche Struktur der Gruppe wird erst in zweiter Ordnung sichtbar und ist durch den nicht-verschwinden-
den Kommutator zweier Erzeugender definiert. Fithrt man zwei Rotationen um zwei unterschiedliche

Achsen nacheinander aus und dreht dann in der entgegengesetzten Reihenfolge wieder zuriick, so ergibt
sich bis in zweiter Ordnung:

Ri(6)R(5p) [R j(5,8)Ri(6cx)]_] =1 -6a6B[F;, Fjl+0©64°). (4.1.23)

’Im allgemeinen muss die Lie-Gruppe keine zusammenhingende Mannifaltigkeit darstellen. Wenn dies nicht der Fall ist,
ist nur die Komponente, in der die 1 liegt, kontinuierlich mit dieser verbunden. Ein Beispiel einer nicht zusammenhéngenden
Gruppenmannigfaltigkeit ist die orthogonale Gruppe O(3) mit den beiden Komponenten det O = 1 und det O = —1, entsprechend
positiver bzw. negativer Paritit, d.h., Drehungen mit und ohne Einschluf} einer Punktspiegelung.
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4.1. Rotationen im R*: Lie-Gruppe und Lie-Algebra

Wie man sich leicht iiberlegen kann und auch die Gruppenstruktur der SO(2) besagt, fithrt das Ergebnis
dieser Hintereinanderausfithrung von (infinitesimalen) Drehungen wieder auf eine (infinitesimale) Dre-
hung, welche sich durch die Erzeugenden der SO(2) darstellen lassen muss. Hier ist der infinitesimale
Winkel der resultierenden Nettodrehung offenbar da §f, und somit muf3 der der Kommutator der beiden
Erzeugenden wieder eine Erzeugende sein, in unserer Definition multipliziert mit i. Diese Bedingung ist
konsistent damit, dass der Kommutator, multipliziert mit i, hermitesch ist, was fiir das Produkt zweier
unterschiedlicher Erzeugenden F, F’ € g, F # F’, selbst nicht der Fall ist,

¥

GIF,F')' =i[F,F'],  aber (FF)' #(FF). (4.1.24)

Der Kommutator [-, -] stellt deshalb eine Abbildung vom Vektorraum der Erzeugenden in den Vektorraum
der Erzeugenden dar. Die Erzeugenden der Lie-Gruppe G bilden eine sogenannte Lie-Algebra g bzgl. der
Verkniipfung i[-, -].

Definition 4.2. Eine Lie-Algebra g ist ein Vektorraum mit einer bilinearen Verkniipfung
o: gxg— g, (4.1.25)

mit den Eigenschaften
e AoB=—-BoA (antivertauschend) ,
¢ Ao(BoC)+Bo(CoA)+Co(AoB)=0 (Jacobi-Identitit) .

Tatsdchlich erfiillt der Kommutator i[-, -] diese Eigenschaften der definierenden Verkniipfung der Ele-
mente einer Lie-Algebra, hier der Generatoren F;. Er definiert die sogen. Lie-Klammer der Lie-Algebra.
Fiir s0(3), die Lie-Algebra der Lie-Gruppe SO(3), findet man explizit

[Fy, Fyl =iF,, oder [F;, F;]=ieuFy, (4.1.26)
wobei € der total antisymmetrische Tensor ist mit €123 = 1, gx = —€jik, €jx = €. Konkret ist eine

endlich-dimensionale Lie-Algebra durch Definition der obigen Abbildung ‘o’ auf einer Basis des Vektor-
raums definiert:

Definition 4.3. Eine endlich-dimensionale Lie-Algebra g ist definiert durch die Verkniipfung ( ‘Lie-Klammer’)
XA 0 Xp = ngXc > 4.1.27)

auf einer Basis {x,},a = 1,..., N, des N-dimensionalen Vektorraums g.

£S5 heiBen die Strukturkonstanten der Lie-Algebra.

Sie spiegeln die definierenden Eigenschaften der Verkniipfung o wieder:
o f$,=-15, (antivertauschend),

o fO e+ R+ RS, =0 (Jacobi-Identitit) .

Bemerkung: Fiir g = s0(3), die Lie-Algebra der Lie-Gruppe SO(3), finden wir:

ilF;, Fjl = —€pF, (4.1.28)
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4. Bewegung im Zentralpotential

oder, wie es iiblicherweise geschrieben wird: [F;, F;] = i€ Fy. Die Strukturkonstanten der so(3) sind
also die Elemente des total antisymmetrischen Tensors,

fi = €. (4.1.29)

4.2. Von der Darstellung der so(3) zum Drehimpulsoperator

Bislang haben wir uns mit Rotationen als Elementen einer abstrakten (Lie-)Gruppe befasst. Zu einer
Rotation R € SO(3) wollen wir nun den entsprechenden Rotations-Operator D(R) finden, der auf einem
quantenmechanischen Zustand die Drehung R realisiert, also den Operator finden

R: |a) > |Ra)=DR)|a) (4.2.30)
Die Frage nach der konkreten Realisierung von D(R) stellen wir an dieser Stelle ausdriicklich hintan.

Beispiel: Ortseigenzustand: Man konnte etwa D(R) als den Operator definieren, der den Ortseigenzu-
stand | x ) auf den Zustand | Rx) = |x’ ) abbildet, mit X’ = Rx, wobei R hier die kanonische Darstellung
mittels Drehmatrizen auf dem R* bezeichnet.

Wir werden im folgenden weitere, allgemeinere Darstellungen D(R) des Drehoperators R kennenler-
nen. Unabhiéngig von der konkreten solchen Darstellung stellen wir die minimale Forderung, dass fiir
R3 = R|R; auch D(R3) = D(R;)D(R;) gelten soll.

Da die im folgenden zu besprechenden Zusammenhinge uns noch oft in der Physik begegnen werden,
halten wir kurz inne, um uns zu vergegenwirtigen, was konzeptionell geschieht:

Konzept der Darstellungen einer Gruppe bzw. Algebra
o Gegeben sei eine abstrakte Gruppe G von Transformationen — hier die Lie-Gruppe SO(3).
e Gegeben sei ein abstrakter Vektorraum V — hier der Hilbertraum der qm. Zusténde | a ).

Zu jedem g € G — hier R € SO(3) — definieren wir einen linearen Operator
Dg: V-V, (4.2.31)
der die Gruppe G auf V realisiert und vertrdglich mit der Gruppenstruktur ist:
D(g1 0 &) = D(g)D(g2). (4.2.32)
Insbesondere muss D(g) invertierbar sein, und es gilt, dass
D) =D(@)™". (4.2.33)

Definition 4.4. Ein D(g) : V — V mit obigen Eigenschaften heifst Darstellung von G, der Vektorraum V ist
der Darstellungsraum.

Beispiel: Drehungen
e Die Drehmatrizen R;, s. Gl. (4.1.6), bilden eine Darstellung der SO(3) auf dem R?

e Die Generatormatrizen F;, s. Gl. (4.1.18), bilden eine Darstellung der so(3) auf dem R>.
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4.2. Von der Darstellung der so(3) zum Drehimpulsoperator

Das Konzept der Darstellung ist in der gesamten modernen Physik von universeller und nicht zu unter-
schitzender Bedeutung:

(Lie-) Gruppe G o Abstraktes Konzept/ “Idee” einer (kontinuierlichen) Operation
Darstellung D(g) o konkrete Realisierung auf physikalischem Raum

Die Frage, welche Darstellungen fiir eine gegebene Gruppe G moglich sind, beantwortet die mathemati-
sche Diszplin der Darstellungstheorie. Sie klassifiziert die moglichen Darstellungen einer Gruppe bzw.
Algebra und damit die moglichen Realisierungen in der Physik. Deren faktische Existenz muss jedoch
empirisch nachgewiesen werden (so z.B. in der Elementarteilchenphysik: Symmetrien erlauben es, Ele-
mentarteilchen zu postulieren, als Zustdnde, welche unter bestimmten Darstellungen der entsprechenden
Symmetriegruppe invariant sind).

Kehren wir zuriick zum Drehoperator. In der Quantenmechanik fordern wir Normerhalt unter Drehungen,
d.h., die Darstellung ist unitér,

DR) = DR : unitire Darstellung. (4.2.34)

Tatsdchlich gilt das mathematische

Theorem: Jede irreduzible® Darstellung einer kompakten* Lie-Gruppe kann unitéir gewihlt werden.

Ahnlich wie fiir die abstrakte Lie-Gruppe selbst, ist es niitzlich, zunzchst die Darstellung infinitesimaler
Gruppenelemente in einer Taylorentwicklung zu betrachten. Angewendet auf die Drehgruppe suchen wir
deshalb zunichst D(R) fiir eine infinitesimale Rotation um Achse n und Winkel 6¢ und entwickeln

Ru(6¢) =1 -i6¢Gn, mit G'=G. (4.2.35)

Klassisch erzeugt der Drehimpuls Drehungen, so dass wir fiir den Rotationsoperator, welcher einen quan-
tenmechanischen Zustandsvektor transformiert, genauso wie bei Orts- und Impulsraum-Translationen, die
Aquivalenz

J=nG (4.2.36)
zwischen dem Drehimpulsoperator und dem Generator der Drehungen postulieren. Da der Drehimpuls
die Einheit einer Wirkung aufweist, [xp] = kg m?>s~! = Nms, liefert die, experimentell zu iiberpriifende,
Konstante 7 wiederum den Proportionalititsfaktor. Diese infinitesimale Drehung lautet dami

Ro(6¢) =1 — %6¢nj, (4.2.37)

bzw., fiir endliche Drehungen:
Ru(¢p) = e7iond/n, (4.2.38)

Die zentrale Einsicht ist, dass wegen der Darstellungseigenschaften die infinitesimalen Darstellungsope-
ratoren die Kommutatorrelationen der zugrundeliegenden Lie-Algebra erfiillen. In unserem Fall also er-

3Der Bergiff der Irreduzibilitit wird noch an Beispielen erliutert werden.
“4Hier: abgeschlossene und beschrinkte Menge der Winkel.
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4. Bewegung im Zentralpotential

fiillt J; die Kommutatorrelationen der Algebra so(3),
[Ji, 1 = ine . (4.2.39)
Unterscheide dabei

e die abstrakten Gruppenelemente: R = e 9F mit [F,, F i1 = i€ Fx und die
e Darstellung D(R) = e/, mit [, J;] = ihe; .

Wir werden also zunidchst Darstellungen der Lie-Algebra suchen. Bis auf interessante Aspekte der glo-
balen Struktur, welche wir noch behandeln werden, sind diese Grundlagen bereits ausreichend, um auch
die Darstellungen der Lie-Gruppe zu bestimmen.

Wir betonen abschlieend nochmals, dass die Kommutatorrelationen der Drehimpulsoperatoren allge-
mein aus dem Zusammenhang von Drehimpuls und Rotationen folgen, unabhingig von der konkreten
Realisierung des Drehimpulsoperators — d.h. unabhéngig von der expliziten Darstellung. Wie schon er-
wihnt ist im einfachsten Fall der einzige Effekt der Drehung die Rotation [x) — |x’ ). Der dazugehérige
Drehimpuls heiBt Bahndrehimpuls L.

Lie-Struktur des Bahndrehimpulses

Analog zur klassischen Physik, in der der Drehimpuls durch den Axialvektor L. = x X p gegeben ist, gilt
quantenmechanisch:

L=xxp. (4.2.40)
Die kartesischen Komponenten lauten demnach I, =¢ kX Pk, und so findet man aus dem Kommutator
von Orts- und Impulsoperator, [%;, p;] = iA;;, leicht, dass [L;, L il = iheg jkﬁk, der Bahndrehimpuls also
die Lie-Klammer (4.2.39) der Drehimpuls-Algebra erfiillt.
L ist eine mogliche Darstellung der Drehimpulsalgebra so(3). Als eine weitere werden wir spiter den
Spin kennenlernen. Unabhingig von der konkreten physikalischen Bedeutung von J;, beschreibe er den
Bahndrehimpuls oder einen allgemeineren Spin, gilt fiir die Gruppe SO(3) stets, dass der entsprechen-
de Satz von Darstellungen der drei Erzeugenden die Lie-Klammer Strukturkonstanten gemif3 (4.2.39)
aufweist. Diese geniigen bereits fiir eine Klassifizierung der Eigenzustinde und Eigenwerte des Drehim-
pulses. Hierin erkennen wir eine enge Parallele zum harmonischen Oszillator, dessen Energieeigenzu-
stidnde sich algebraisch aus der Lie-Klammer, [a, a1 =1,1[a 1] = [af,1] = 0, der Heisenberg-Algebra
konstruieren lieBen, welche die Erzeugenden der Translationen in Orts- und Impulsraum sowie der U(1)-
Phasenrotationen verkniipfen.

4.3. Eigenwerte und Eigenzustande des Gesamtdrehimpulses

Unabhingig von der konkreten Realisierung der Operatoren J; als Bahndrehimpuls oder allgemeinerer
Spin, wollen wir nun alle moglichen Darstellungen der Drehgruppe, speziell ihrer Lie-Algebra, klassifi-
zieren. Hierzu suchen wir die moglichen Eigenwerte und -zustinde der Operatoren J; mit Vertauschungs-
relationen gemdB Gl. (4.2.39). Da [J, J i1 = ihg jkfk, konnen die J; nicht gleichzeitig diagonalisiert wer-
den. Betrachten wir nun allerdings den Gesamtdrehimpuls im Quadrat, J? = JE + f)2 + fzz, so stellen wir
fest, dass dieser mit seinen Komponenten kommutiert:

3% J1=0, k=1,2,3. (4.3.41)
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4.3. Eigenwerte und Eigenzustinde des Gesamtdrehimpulses

Beweis (im Folgenden wird der Hut auf J; fiir bessere Lesbarkeit weggelassen):

Wade + Iy Jy + I T2, T) = Talde Jo) + W Vs + Sy U T+ [y, J2)y

, , , , (4.3.42)
= Jo(=ihdy) + (=ihdy) T + Jy(hJ,) + (AT )T, = 0.

Wegen der Zyklizitit der Strukturkonstanten folgt selbiges fiir die iibrigen Kommutatoren. Die Tatsache,
dass J? und J; kommutieren bedeutet insbesondere, dass sie kompatible Observable darstellen, also ge-
meinsam “diagonalisiert” werden konnen, d.h., wir konnen eine gemeinsame Eigenbasis von J? und J,
finden:

Jla,by=alab),

(4.3.43)
Jla,by="bla,b) .
Um die moglichen Werte fiir a, b zu bestimmen, definieren wir die Operatoren
Jo=J, +idy, Jo=J,—iJy, mit JI=J_. (4.3.44)
Aus der Definition folgen die
Kommutatorrelationen der Operatoren J., J., J*:
[Je,J-1 =2RJ,, (4.3.45)
[z, Jol = 0., (4.3.46)
[J%,J.1=0. (4.3.47)

Wir erkennen, dass (4.3.46) analog zum Kommutator der Leiteroperatoren mit dem Anzahloperator des
harmonischen Oszillator ist,
[Njal=-a und [Nd'l=d", (4.3.48)

J. aus dieser Sicht also analog zum Anzahloperator ist und J, die Rolle der Auf- und Absteigeopera-
toren einnehmen. Diese Interpretation 148t sich wie beim harmonischen Oszillator fiir die Eigenwerte b
bestitigen:

JJla,b)y = (U, J ]+ Jed)a, by =(xh+b)J.|a,b) . (4.3.49)

J erhoht demnach den Eigenwert b von J, um %, wihrend J_ den Eigenwert um 7 erniedrigt. Aus (4.3.47)
folgt andererseits, dass J.. den Eigenwert a von J? nicht beeinflussen:

V. la,b)=J1.Fa,b)=al.|a,b). (4.3.50)
Insgesamt gilt also:
Jila,by=cila,b+h), J_la,by=c_la,b—Hh). (4.3.51)

Um die moglichen Werte von a und b zu bestimmen, gehen wir dhnlich vor wie beim harmonischen
Oszillator. Zunéchst schreiben wir

1
V=L+I+J= ST+ T T+ J2. (4.3.52)
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4. Bewegung im Zentralpotential

Der Operator J* — J?Z ist demnach positiv-semidefinit, denn V |y ):

1 1
WP = P10y = S ldudo+ Ty = 5 (-1 P+ 114 1) IP) 2 0. (4.3.53)

Also gilt fiir die Eigenzusénde:
(a,b|J* = Jla,b) = (a—-b*)a,bla,b) >0, (4.3.54)

woraus wir, mit der Forderung, dass die Zustinde eine nichtverschwindende Norm haben, wiederum
folgern konnen, dass
a>b’ (4.3.55)

ist. Da jedoch J, |a,b) = ¢y |a,b + i), muss es einen Wert by, geben so dass J, | a, byax ) = 0. Anders-
falls wiirde b durch wiederholte Anwendung von J, beliebig gro werden und damit b> < a verletzen
konnen. Damit gilt auch: J_J, | a, bnax ) = 0. Das Produkt J4J. ldsst sich leicht berechnen:

Jede = (e Fid)Uy £idy) = T3+ T, £i(yJy = Jody) = VP = 2 F . (4.3.56)
Daraus folgern wir:
(3% =72 = 1) la, b ) = 0,

= (@ — b2 = Tbimax) | @y by ) = 0,
= a = bax(bmax + 1) .. 4.3.57)

Analog muss es einen Wert by, geben, so dass
J_la,buin)=0. (4.3.58)
Daraus folgt wieder analog, dass

0=J.J_|abmin) = J* = J> +hJ) | a,buin )
= (a — bjpyy + 1bumin) | @ binin ) (4.3.59)
= a = biyin(bmin — 1) .
Aus der Kombination von (4.3.57) und (4.3.59) finden wir, dass
bmax = ~bmin mit bpax 2 0, (4.3.60)

und somit, dass der Wertebereich der Eigenwerte b nach unten und oben durch Werte gleichen Betrags
beschrinkt ist:
bmax b2 _bmax . (4361)

Die moglichen Werte von b ergeben sich nun wie beim harmonischen Oszillator aus den Leiteroperatoren.
Wir beginnen mit dem Zustand | a, by, ). Soeben fanden wir, dass es einen Wert n € N geben muss, so
dass J"! | a, byax ) = 0, damit @ > b? nicht verletzt ist. Hieraus folgt:

T a,bmas ) = cla,boy,  mit J'|a,by)=0. (4.3.62)
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4.3. Eigenwerte und Eigenzustinde des Gesamtdrehimpulses

Da daraus wie oben gezeigt folgt, dass a = bo(by — #i), muss by = by, oder by = fi — by, gelten. Da
weiterhin by = —byax < 0 gilt, bleibt nur by = by, Weiterhin ergibt sich daraus, dass

bmax —nh = byin = —bmax

1 (4.3.63)
bmax = =nh, neN.
2
Wir fithren nun eine neue Notation ein und definieren j = n/2. In dieser Notation finden wir:
a=1jj+1) und  b=hm, (4.3.64)
wobeime {j,(j—1),...,(=j+1),—j}.
Bemerkung: Es gilt, dass entweder
2Np + 1 2Z + 1
jeNg=>meZ, oder je 02 = me ==—. (4.3.65)
Wir haben damit alle mdglichen gemeinsamen Eigenzustinde | j, m ) von J? und J, gefunden:
Gemeinsame Eigenzustiinde von J> und J.
P jom) =12jG + D jom), (4.3.66)
Jz|j’m>:hm|j3m>’ (4.3.67)
mit me{j(j-1,....(-j+1),-j} und je€Z oder e

Es verbleibt die Frage der Normierung und Orthogonalitit der Zusténde | j, m ) zu unterschiedlichen j und
m, von denen wir erwarten dass sie  j,m/|j’,m’) = 0y Op, erfiillen. Hierzu miissen wir insbesondere
die Koeffizienten c;f'm bestimmen, welche in den Leiteroperator-Relationen J. | j,m) = c]i.'ml Jm=1)
auftauchten.

Analog zum harmonischen Oszillator finden wir aus der Forderung der Normierung, dass

sl om) P = lc5,PCGim £ 1 jm £ 1) = |5,

e . ' (4.3.68)
=(pmlJode|jm) = (Gom|Jzde | jim)

Verwenden wir nun wiederum J=J. = J* — J> F11J,, so konnen wir die Gleichungskette (4.3.68) wie folgt
fortsetzen:

5l = Com |32 = 2 F 1| jom) = W[ + 1) = m(m £ 1]. (4.3.69)

Damit haben wir die i.allg. komplexen Konstanten cjif -, Dis auf einen freien Phasenwinkel (bji.m in c}—fm =
|c;-fm| exp{iqﬁ;-fm} bestimmt, welchen wir identisch Null wihlen:

lc5* = B2 [+ 1) = m(m ¥ 1)] = B[(j F m)(j £ m + 1)]. (4.3.70)

Zusammengefasst gilt also
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4. Bewegung im Zentralpotential

Teljm)y=h~yJGFEm(GEtm+ )| jim+1). 4.3.71)

Abschlieende Bemerkungen:

e Die (2j+1) Zustande | j, m ), fiir gegebenes j > 0 sind zueinander orthogonal. Ebenso sind Zustinde
verschiedener j orthogonal,  j,m|j’,m’ ) = ¢} 0. Dies folgt direkt aus der Hermitezitit von J 2
und J,.

e Die (2j + 1) orthonormierten Zusténde | j,m ) mit m € {—j,..., j} bilden einen Untervektorraum
des Gesamt-Hilbertraums, den Darstellungsraum von J, oder auch die "(2j + 1)-dimensionale Dar-
stellung". Drehungen fiihren aus diesem Unterraum nicht heraus, denn

PD®)|jm) = j(j+ DDR)| jm). (4.3.72)

o ({| j,m)}) besitzt keine invarianten Unterrdume unter Drehungen D(R). Man nennt Darstellungen
mit dieser Eigenschaft irreduzibel. Der Darstellungsraum 146t sich nicht als direkte Summe mehre-
rer invarianter Darstellungen schreiben.

o Indie Klassifikation ging lediglich die Lie-Klammer (4.2.39) ein. Wir haben somit alle Darstellun-
gen der Lie-Algebra so(3) charakterisiert. Die Frage nach den entsprechenden Darstellungen der
Lie-Gruppe SO(3) werden wir spiter stellen.
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4.4. Bahndrehimpuls und Kugelflichenfunktionen

Mathematische Zusatzbemerkungen: Der Operator J2 ist der sogen. Casimir-Operator der Drehgruppe SO(3).
Der Casimir Operator ist stets ein ausgezeichnetes Element des Zentrums der universellen einhiillenden Alge-
bra einer Lie-Algebra, welche formal durch das Poincaré-Birkhoff-Witt-Theorem definiert ist. Fiir eine gegebe-
ne Lie-Algebra g, z.B. der Matrixdarstellungen einer Dimension, mit Strukturkonstanten f;;, besteht die uni-
verselle einhiillende Algebra U(g) die assoziative Algebra aus allen Elementen x;, x», ..., welche der Relation
Xixj — xjX; = fix; und sonst keiner geniigen, d.h., die Lie-Klammer wirkt hier als Kommutator. Das Poincaré-
Birkhoff-Witt-Theorem macht dann eine Aussage iiber die Basiselemente der U(g) als Produkte der Potenzen der
Elemente x;.

Das Zentrum 3(g) einer Lie-Algebra g besteht aus den Elementen, welche mit allen Elementen der Algebra kom-
mutieren,

3(0) ={xegllx,s]=0Vs € g}. (4.3.73)
Der Casimir-Operator gehort definitionsgemi zum Zentrum der Algebra, kommutiert also, wie oben fiir J2
gezeigt, mit allen Elementen J, der Lie-Algebra. Die Lie-Gruppe SO(3) ist vom Rang 1, so dass sie genau
einen solchen Casmir-Operator besitzt. Der Rang einer Lie-Gruppe (bzw. der zugehorigen Lie-Algebra) ist die
Dimension der zugehorigen Cartan-Unteralgebra ¢(g). Eine Unteralgebra ¢ € g ist eine Cartan-Unteralgebra,
wenn sie nilpotent und selbstnormalisierend ist, d.h., wenn fiir ein n € N

(X1, [Xo, [+ [Xn, Y]---111=0, Y X,X5,....,X,, Y €c. (nilpotent) (4.3.74)
VY¢cdXec:[X,Y]¢c. (selbstnormalisierend) 4.3.75)

Die Selbstnormalisierungs-Eigenschaft kann man auch schreiben als ¢ = Ny(¢) = {x € g : [x,c] € ¢V ¢ € ¢}. Bei-
spielsweise bilden alle oberen Diagonalmatrizen sowie alle Diagonalmatrizen eine Cartan-Unteralgebra der Al-
gebra der n X n Matrizen mit reellen Eintragen. In der SO(3) bilden die Diagonalmatrizen die eindimensionale
Cartan-Unteralgebra.

Fiir unitire, irreduzible Darstellungen DY der SO(3) sind die Eigenwerte der Casimir-Invarianten diskret und
reell und charakterisieren die jeweilige 2j + 1-dimensionale Darstellung, speziell gilt

DY) = —j(j+ Dlojus (4.3.76)

d.h., der Casimir-Operator wird durch eine Einheitsmatrix multipliziert z.B. mit -2 fiir die 3-dimensionale Dar-
stellung im Unterraum j = 1. Da diese Einheitsmatrix mit allen anderen Elementen der Lie-Algebra-Darstellung
kommutiert, liegt sie klarerweise in der Cartan-Subalgebra.

In quantenmechanischen Systemen mit SO(3) und auch anderen SU(N) Symmetrien spielen die Leiteroperato-
ren J* eine wesentliche Rolle. Sie werden aus den Elementen gebildet, welche nicht in der Cartan-Subalgebra
liegen, und erlauben es, Abbildungen zwischen Zustinden verschiedener Drehimpuls-Eigenwerte zu realisieren,
ohne dass diese die Eigenwerte der Casimir-Operatoren dndern, da der Casimir zum Zentrum der Lie-Algebra
gehort. Im einfachen Fall der SO(3) heifit dies, dass ein Leiteroperator J* die Magnetquantenzahl m erhoht

bzw. erniedrigt, aber j invariant 14f3t.

4.4. Bahndrehimpuls und Kugelflachenfunktionen

Wiederum analog zum harmonischen Oszillator bestimmen wir fiir die Klarung der Eindeutigkeit der
Drehimpulseigenzustinde deren Darstellungen im Ortsraum, welche wir iiberdies fiir die Losung der
Schrodingergleichung in Zentralkoordinaten benétigen werden. Wir bestimmen hierfiir zunéchst die Orts-
raumdarstellung des Bahndrehimpulsoperators L = x X p,

(x|Lila) = L{x|a) = (Liyo)(X) (4.4.77)
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4. Bewegung im Zentralpotential

welche direkt aus den Darstellungen von Orts- und Impulsoperator folgt,
L, = —-ii(yd, — z0,), Ly, = —i(z0; — x0;), L,= —ih(x0y —yd,). (4.4.78)

Nach Ubergang zu sphirischen Koordinaten,

x=rsinfcos¢, y=rsinfsing, z=rcosé, 4.4.79)
findet man
0 0 0
0p = =, + 2o, + =29,
¢ = 0 " ¢
= —rsinfsing 0, + rsinfcos ¢ 9, (4.4.80)
= —y0x + x0y
= L.
Damit lautet die
Sphirische Darstellung der Drehimpulskomponenten:
Ly = —ihi(—sin¢ dy — cotfcos ¢ dy) , (4.4.81)
Ly, = —ihi(cos ¢ 0y — cotfsin ¢ dy) , (4.4.82)
L. =~ihd,. (4.4.83)
und des Drehimpuls-Quadrats
L= 7|2 2+ - 9,sin00y) (4.4.84)
sin?g * " sing " 1 o

Wir suchen nun die Eigenfunktionen (x|/,m) zu {L?, L.} in der obigen Darstellung. Da L; unabhingig
von r ist, geniigt eine Darstellung in den Kugelkoordinaten 6 und ¢, den sogenannten

Kugelfiiichenfunktionen:
Y/"(6, ) := (6, 4]Lm). (4.4.85)

Aus L;|l,m)=hm|l,m)und L2|,m)Y=rI1+ D]|l,m) folgen die Differentialgleichungen

[0, —im]Y]"(8,¢) =0, (4.4.86)
1 2 1 . m
Zgle + prw 0g(sinB8p) + (I + 1) Y"(0,6) = 0. (4.4.87)
Diese lassen sich mittels Separationsansatz 16sen:
Y76, $) = ©p() x1m () . (4.4.88)

126



4.4. Bahndrehimpuls und Kugelflichenfunktionen

Aus (4.4.86) ergibt sich:
1
() = —— ™. (4.4.89)
Var
Eingesetzt in (4.4.87) ergibt dies
1 . 2
ﬁag(smeﬁg) g +I1(+ | xm@® =0. (4.4.90)

Bevor wir die Losung von yy, bestimmen, halten wir folgende wichtige Eigenschaft fest: Unter einer
rdumlichen Drehung um 27 muss der Eigenzustand |x ) = | r, 6, ¢ ) invariant sein. Das bedeutet

gimd — oim(@+2m) N meZ, (4.4.91)

in Ubereinstimmung mit den allgemein algebraisch bestimmten Eigenwerten (4.3.65) von J, /7 fiir gerad-
zahlige j. Fiir den Bahndrehimpuls L = x X p spielen die Darstellungen mit / € Z + 1/2 also keine Rolle.

Wir 16sen nun Gl. (4.4.90) mittels der Variablensubstitution
E=cosf, = Jyp=-sinbo;, (4.4.92)

und der Ersetzung
/\/lm(g) - le(f) . (4493)

Damit erhalten wir die

Allgemeine Legendresche Differentialgleichung

2
94 —gz)di U+ -

i ¢ e Pi(&)=0. (4.4.94)

Losungen dieser gewohnlichen Differentialgleichung existieren im Intervall [—1, 1] nur dann, wenn / und
m ganzzahlig sind, mit 0 < m < [. Dies sind die

Assoziierten (zugeordneten) Legendrepolynome
1 d l+m
Pp(é) = =—(1 = &"? [ — 2o, >0, 4.4.95
m(&) 211!( &) (dg) €3 ) mz ( )
welche sich mittels
d m
Pl,n@):(l—fz)'"/z(—) Pi(é), (4.4.96)
d¢
aus den Legendre Polynomen,
1 (dY
Pi&) = — [—] =1, 4.4.97
6 = 55 (df) ) (4.4.97)
ableiten lassen.
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4. Bewegung im Zentralpotential

Eigenschaften der (assoziierten) Legendre-Polynome

e Die P;(¢) sind Polynome /-ten Grades in &, und daher sind die P;,,(¢) (I — m)-ten Grades in & = cos 6,
multipliziert mit (/1 — &)™ = (sin §)™. Sie besitzen (/ — m) Nullstellen in -1 < £ < 1.

e Es gelten die folgenden Rekursionsrelationen fiir P;:

I+ DPyy = QI+ 1DEP - 1Py, (4.4.98)
(1 - €)dP/dé = [Py — EP)). (4.4.99)

e Die niedrigsten Legendre Polynome lauten:

Py=1, P, =¢, P, = %(352 -1), P; = %(553 -3é), (4.4.100)

o Die assozierten Legendre Polynome weisen folgende Paritéts-Symmetrieeigenschaft auf:

le(_f) = (_1)1+mle(§) . (44101)
o Auflerdem gilt:
Py =Py, Py= I-DI (1-&)"7 (4.4.102)
—
= QI-1)(@21-3)...1

o Fiir die assozierten Legendre-Polynome gelten im Intervall £ € [—1, 1] zwei Orthogonalititsrelationen:

_ 2 (I+m)
fnglm(f)Pl’m(g) = o 1= ml’ m=0, (4.4.103)
-1 —
:1|N,\/‘_2
1
dé B 1(+m)!
f_l _ §2 Plln(f)Plnﬂ(f) = 6mm’ m (l _ m)' s m>0. (44104)

Kombination der Gleichungen (4.4.88), (4.4.89), (4.4.92) und (4.4.93) ergibt die Gesamtlosung ausge-
driickt in den

Kugelfliichenfunktionen:

Y70, ¢) = (=1)™Hm2N, Py(cos 6) e™ (4.4.105)

. ~ a1 a=mp!
mit N]m = N¢NX = in m . (44106)

Dabei haben wir die Phase (—1)"*")/2 5o gewihlt, dass

(L)Y (6, ¢) = Y0, 9)., (4.4.107)
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4.4. Bahndrehimpuls und Kugelflichenfunktionen

worin sich die Kugelflichenfunktion fiir m = 0 vereinfacht schreiben 143t als

Y0,6) = |2 4; L p(cos o). (4.4.108)

Eigenschaften der Kugelflichenfunktionen:
Symmetrie Y/"(6,¢) = (1Y 6,91, (4.4.109)
T 21
Orthogonalitit f sin 6dé f de Y (0, ) Y,’,"' 6, ¢) = 61w Oy » (4.4.110)
0 0
= ]
T vy _ 00— 6)6(p—¢")
Vollstandigkeit Yo,y @,p) = ———, 44.111
ollstandigkei ;n;[ 1'(6.0) Y (0", 6") Sing ( )
- 2+ 1
Additionstheorem Z Y/ (0,9)Y"" (0. ¢") = —— Pi(cos0), 4.4.112)
=, 4n
Paritdtssymmetrie P: X — —X : = PYX) =y¢(-x)=yr-0,9+n),
= PY0,¢)=Y"(n-06,¢0+m
44.101) jpr m|ym m
= e (—1)Mnym@, ¢) = (-1)'Y"(6, ¢) . (4.4.113)

Zur Verdeutlichung geben wir die Kugelflichenfunktionen fiir die niedrigsten Quantenzahlen (I, m) an:

m | 1=0 =1 =2 =3

3 w/—sm Qe3¢
05 %
2 1/—sm ge2ie —sm 6 cos §e 2
/3 ) 15 [21
1 8—sin9e:“‘P — sinfcosHe ¥ —sm@ SCos 06— 1)
Vi
1 /3 /
0 i Efcos@ 3cos 9—1 Ton
3 ) 1
-1 — 4/ =—sinfe¥ s1nHCOSHe“" —s1n9 SCos 9—1) i
8
15 . 105
-2 [ == sin® #e¥ \ / — s1n 6 cos 0 e
32
/ 35
3 - 6Tsm 3gedie

Aus den (I = 1,m = +1,0) lassen sich die kartesischen p-Orbitale p, = (Y11 - 1/ V2 ~ sin@cos ¢,
Dy = i(YlI + Yl")/ V2 ~ sinf@sin¢ und p, = Y’ ? ~ cos 0 superponieren, deren Wahrscheinlichkeitsdichten

~

—

m?f
N

(5 cos? 0 — 3 cos? 9)

m
o
3

3Fiir graphische Darstellungen siehe die handschriftlichen Notizen, die Folien, oder F. Schwabl: Quantenmechanik, 7. Auflage,
Seite 119 [1].
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4. Bewegung im Zentralpotential

Ip? ~ sin® @cos? @, |py/* ~ sin® @ sin® ¢, |p.|* ~ cos® @ die bekannte Doppelkugel-Hantelform um die

betreffende Achse annehmen.

4.5. Lésung der Schrédingergleichung im Zentralpotential

Wie zu Beginn dieses Kapitels diskutiert, bendtigen wir die Darstellungen des Drehimpulsoperators und
dessen Eigenzustdnde, um die Schrodingergleichung fiir Potentiale zu l6sen, welche die Bewegung in den
drei Raumrichtungen in einer Weise koppeln, die symmetrisch unter beliebigen Rotationen der SO(3) ist.
Dies bedeutet, dass die Potentiale zentralsymmetrisch sein miissen, damit der volle Satz an Eigenzustén-
den und somit an Kugelflachenfunktionen fiir die Entwicklung beliebiger Zustinde notwendig ist.

4.5.1. Allgemeine Behandlung von Zentralpotentialen

Wir betrachten ein Teilchen im radialsymmetrischen Potential V(x) = V(r). Der zugehorige Hamilton-
Operator ist dann

1
A= mpz + V@), M = Masse des Teilchens. (4.5.114)

(Wir schreiben die Masse jetzt mit groBem M, um eine Verwechslung mit der Drehimpulsquantenzahl m
zu vermeiden.) Aufgrund allgemeiner Prinzipien stellen wir fest:

e A.12 I, sind gemeinsam diagonalisierbar. Der Grund dafiir ist, dass beliebige Drehungen durch
L generiert werden und Operatoren A unter diesen Drehungen wie

A — (e79nL/my 4 g-ienL/n (4.5.115)
transformieren, fiir infinitesimale Drehwinkel also wie

Ao A- %6¢n[A,ﬁ]. (4.5.116)

Damit impliziert die Invarianz unter Drehungen, dass
[A,Li1=0=[A,L 4.5.117)

o Die Energieeigenwerte sind beziiglich der L,-Quantenzahl m degeneriert: Betrachte den Energie-
eigenzustand | E; ,,, [, m ) mit I:I|E,,m,l,m) =E, |El,m, I,m). Wegen [H,L.] = 0ist

HL.|Ey,l,m) = LiH | Epp,l,m) = EjyLy | Ejp Lm ) . (4.5.118)

Wir haben aber bereits gesehen, dass L. die Quantenzahl m um 7% erhoht bzw. erniedrigt. Deshalb
miissen die Energieeigenwerte unabhéngig von m sein. Umgekehrt ausgedriickt lautet dieses Argu-
ment, dass die Entartung der Energieeigenwerte beziiglich m eine weitere Erhaltungsgrofe jenseits
von L, —hier L, bzw. L — impliziert.

Betrachten wir nun die Darstellung von H in Kugelkoordinaten. Dazu schreiben wir zunédchst den Im-
pulsoperator als

1
f.) = —ihV, mit V=ed, + 09;69 + €y 6¢ . (4.5.119)

rsin@
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4.5. Losung der Schrodingergleichung im Zentralpotential

Die explizite Auswertung von A = V? ergibt:

2 [ 1 1
A=6>+20,+ = | ——8% + —— 9y(sin6dy)| . 4.5.120
r r r2 sjn29 ¢ sin @ Q(SIH 9) ( )

Dies 148t sich leicht mittels der partiellen Ableitungen der Einheitsvektoren des spihrischen Koordinatensystems,

6¢er =€y Sin(), age, =€y, (45121)
0ses = — (e, sinf + ey cos6) = —e, = —R.(P)e,, dges =0, (4.5.122)
Og€y = €4 COS O, Ogeg = —e,, (4.5.123)

sowie d,¢; = 0, beweisen, nach Quadrieren von (4.5.119).

Ein Vergleich mit dem Operator L? in Gleichung (4.4.84) ergibt den Zusammenhang

A=d*+ %ar - r2—1h2L2. (4.5.124)
Damit kénnen wir den
Hamiltonoperator in Kugelkoordinaten,
= p_f + ’ + V(r), (4.5.125)
2M - 2Mr?
schreiben, wobei
pr = —ih (6, + %) (4.5.126)

den Radialteil des Impulses darstellt.

Wir 16sen nun die stationdre Schrodingergleichung 1:11//(;’, 0,¢) = Ey(r,6,$) mittels Separationsansatz
U(r,0,¢) = R(nY"(0, ¢). Aus L?|I,m) = B2l + 1)|1,m) folgt die radiale Eigenwertgleichung

P, 2 B2+ 1) B
[‘m (5r * ;‘”) t e T V(r)] R(r)=ER(r). (4.5.127)

Wegen p,1/r = —i(h/r)d, definieren wir nun noch u(r) := rR(r), wodurch sich die Schrodingergleichung
zu der folgenden eindimensionalen Form vereinfacht:
[ o od* R+ 1)

Svait ot V(r)] u(r) = Eu(r), (4.5.128)

mit dem effektiven Potential
KAl + 1)

2Mr?
worin der zweite Term ein abstoBendes Zentrifugalpotential Vz.,. darstellt. Ein wichtiges Beispiel fiir V,

fiir welches wir im nachfolgenden Abschnitt die stationidre Schrodingergleichung 16sen werden, stellt das
Coulomb-Potential V(r) < —1/r dar.

Verr(r) = V(r) + (4.5.129)

Abhingig von der relativen Stirke von V und Vg, existieren einer oder mehrere Bindungszustiande. Von
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4. Bewegung im Zentralpotential

den entsprechenden Losungen erwarten wir

e Normierbarkeit:

o)

2
f Sx P = f dQ (v f dr 2 '”(?' <o, (4.5.130)
0

I%

172

woraus folgt, dass lim,, |u(7)| < a/r'/~ gelten muss. Demnach muss lu(r)|? schneller abfallen als

1/r.

e Regulires Verhalten bei r — 0:
u(r) 1
A - = A; u(r) + ... (Produktregel). (4.5.131)

Es gilt A% = 4n6(r). Dies bedeutet, dass, falls V(r) » d(r), u(0) = 0 gelten muss.
Wir bestimmen die Form der asymptotischen Losungen fiir

e r— 0
Unter der Annahme, dass Vyzene ~ 1/r* bei r — 0 dominiert (wie fiir das Coulomb-Potential
oc —1/r der Fall), ergibt sich asymptotisch fiir » — 0:

B d> RAI+ 1)

P d —0. 45.132
oMdr T Tome 0 (4.5.132)

r—0

u(r)

Der Losungsansatz u(r) = r* fiihrt zu —k(k — 1) + Il + 1) = 0, was durch k = [ + 1 oder k = —I
erfiillt wird. Die allgemeine Losung hat also die Form

u(r) = Ar't' + Br!, (4.5.133)
aber u(0) = 0 erzwingt B = 0.

e r — oo: Unter der Annahme V.g(r — c0) — 0 erhalten wir

h2 2
Fiir geeignete Vg der Form (in der hier einzufiigenden Skizze) existieren Bindungszustinde mit
E <0, also
h2 d2 2M|E
Wd?u(r) =|Elu(r), = u@)=e*", mit k= o IE] (4.5.135)

Die Normierbarkeit der Wellenfunktion schriankt die Losung auf u(r) = Ce™" ein.

4.5.2. Das Coulombpotential

Das Potential fiir ein Elektron der Ladung —e( in Wechselwirkung mit einem Kern der Ladung Ze, lautet

2 7 o €Z
vind - Ze % (4.5.136)
drey r r

cgs

mit eo S 4.8-10"%su, ¢ 1.602-107°C, und Z = Kernladungszahl.

132



4.5. Losung der Schrodingergleichung im Zentralpotential

Wir fithren den dimensionlosen Radius p = «r mit k = V2M|E|/A ein. Damit kénnen wir fiir die Bin-
dungszustinde (E < 0) die Schrodingergleichung wie folgt schreiben:

Radialgleichung fiir die Wellenfunktionen der Bindungszustiinde des Coulomb-Potentials:

& i+ po , ok eZ [2M
- _ + =1 =0, t =—e/— = — ][—. 4.5.137
7 s , u(p) mit - po =eZim = S\ g ( )

Nun wihlen wir einen Ansatz fiir u(p), welcher dem asymptotischen Verhalten fiir p — O und p — oo
genligt;
u(p) = pllePw(p). (4.5.138)

Eingesetzt in die Radialgleichung (4.5.137) erhalten wir eine

Differentialgleichung fiir w:

2

oY 2+ 1= ) 4 [y — 20+ 1] wi(p) = 0. (4.5.139)
dp? dp

Sie entspricht der Laguerreschen Differentialgleichung (4.5.162) fiir den Fall, dass py eine gerade ganze
Zahl ist.
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4. Bewegung im Zentralpotential

Um die Bedingungen an p, und damit das Energiespektrum {E,} zu bestimmen, wihlen wir einen Potenzreihen-
ansatz

00

wp) = ) ap, (4.5.140)

k=0
wobei Potenzen k < 0 aufgrund der Regularititsbedingung fiir p — 0 ausgeschlossen werden konnen. Wir
verwandeln mit diesem Ansatz die Differential- in eine algebraische Gleichung,

0

e 1D

T
<

a {k [(k—1)+2(+ D] p"" +[-2k + po — 2(1 + 1)]pk}

{aa e+ 1) [k + 20+ D]+ ag [-2k + po = 20 + D]} p*. (4.5.141)

Da die Gleichung fiir alle p gelten muss, miissen die Koeffizienten jeder Potenz p* separat verschwinden. Dies
entspricht der Bedingung, dass

itk + Dk+2(0+ D]+ ar[ -2k +po —2(1+ 1] =0, (4.5.142)

und fiihrt zu der Rekursionsrelation

2k +1+1)—po
L 2 >0. 45.14
= Gy parar e k=20 (4.5.143)

Wir stellen uns nun die Frage, ob die damit bestimmte Losung w(p) normierbar ist. Betrachten wir das asympto-
tische Verhalten der Reihe, welches durch a;, k — oo bestimmt wird, so finden wir, dass in diesem Limes

Ajey 1 2
5 =

. 4.5.144
ag k (5 )

Daher beschriinkt die Funktion e = Y2 2¥0*/k! die Funktion w fiir p — oo nach oben, wobei w fiir p — oo
gegen e* konvergiert. w(p) exp(—p)p™*! ~ p™*lexp(p) ist daher nicht normierbar. Die Wellenfunktion kann somit

allein dann normierbar bleiben, wenn die Reihe Y7, aio* bei einer endlichen Ordnung abbricht, d.h.

ANeNy: a=0 Vk>N+1. (4.5.145)

Aus der Rekursionsformel folgt damit
2(N+1+1)—py=0. (4.5.146)

Wir definieren die Hauptquantenzahl n :== N + 1 + 1 € N und finden damit die Quantisierungsbedingung
an po und aus (4.5.137) fiir die Eigenenergien E: 2n = pg = egZ V2M/|E|/h. Daraus ergeben sich die
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4.5. Losung der Schrodingergleichung im Zentralpotential

Energieeigenwerte fiir das Coulomb-Potential in 3 Raumdimensionen:

MZ%¢ 1 (Zey)? 1 aZ\?
_ L -M 2(_) 4.5.147
" 22 n? 2agpn? 27\ ( )
n? o
ap = — = 0.529A  (Bohr-Radius), M =0511MeV/? (Ruhemasse des ¢7), (4.5.148)
MeO

e 1 .

o= e = 7 (Sommerfeldsche Feinstrukturkonstante) . (4.5.149)
C

Das Energiespektrum {E,,n € N} ist entartet:

o Fiir jede gegebene “Hauptquantenzahl” n sind fiir die Drehimpulsquantenzahl [ = n—1—-N, N € Ny,
die Werte [ € {0, 1,...,n — 1} moglich.

e Wie zuvor besprochen entspricht jedem dieser / ein Multiplett von 2/ + 1 Zustdnden |/,m ) mit
mel{l,l-1,...,-1}.

Dies bedeutet, dass es zu jedem E,, ein Multiplett von

n—1
~1
Dr+n = 2”("2 ) tn=n? (4.5.150)
=0

Eigenzustinden gibt, d.h.:

Der Entartungsgrad zur Hauptquantenzahl n ist n2.

e Die Entartung der Energien E, beziiglich der L,-Quantenzahl m konnte aufgrund der Radialsym-
metrie V = V(r) erwartet werden.

¢ Die Entartung beziiglich / gilt nur im speziellen Fall V(r) = —1/r und deutet auf eine Symmetrie
iiber SO(3) hinaus hin.

Die SO(3) Quantenzahlen (I, m) sind offenbar nicht ausreichend zur Spezifizierung des Eigenwertes von
H. Folglich gibt es einen weiteren Operator O mit

[H,0]1=0 (4.5.151)

Fiir V(r) = —¢j/r ist dies der

Laplace-Runge-Lenz-Vektor*

2

A A~ e,

A= —pxL-Lxp)-2¢. (4.5.152)
r
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4. Bewegung im Zentralpotential

Fiir ihn kann man zeigen, dass gilt
[A,H] =0. (4.5.153)

Klassisch bedeutet die Erhaltung des Lenz-Runge-Vektors, welcher entlang der Hauptachse der ellipti-
schen Bahn ausgerichtet ist, dass diese Hauptachse feststeht, sowie die Exzentrizitit der Bahn. Abwei-
chungen vom 1/r-Potential brechen diese Erhaltung und fiihren in erster Ordnung zur Periheldrehung
(z.B. Mehrkorpersysteme oder Einstein-Gravitation). Aus

[Li,A}] = ihe Ay, (4.5.154)

(Beweis: Ubung!) folgt, dass A als (Axial-)Vektor transformiert und A, die Entartung der Energieeigen-
werte aufhebt. Anders ausgedriickt bedeutet dies, dass, mit einer passenden Konstante c,

A 1 . "

eine so(3) X so(3) Algebra bilden, welche eine algebraische Losung des Coulomb-Problems ermoglicht:

Man findet die Kommutatorrelation )
ALAjl = —iheyp——HAL,, 4.5.156
[ _/] 11 € jk Meg 'k ( )
wobei H = p*/2M — eé /r ist. Fir die Losung der Schrodingergleichung (H - E)|¢) = 0 definieren wir die
Operatoren

= l[z,. . _M_eéA,.] , (4.5.157)
o2 2E
welche beide, {J;} und {J;}, jeweils eine Generatorbasis der Lie-Algebra so(3) bilden:
5, J7] = ihepd; i Ji1=0. (4.5.158)
Aus [H,A] = [H,L] = 0 folgt [H, J*] = 0, so dass man Energieeigenfunktionen | E, j. ) definieren kann, welche
P NE. o) =1 jo(je + DIE, ju) (4.5.159)

erfiillen. Man kann nun zeigen, dass (J*)> = (J7)? und 2 [(J*)2 + (J’)z] +12 = —Meg/ZE, so dass

Me!
a7+ P+ PYE jo) = 4G+ D + DIE. i) = = 1 E. s (4.5.160)
Damit ergibt sich fiir die Energieeigenwerte:
E Mej 45.161
" T2 @100

wobei die j, € Ny/2 sind (halb- oder ganzzahlig, entsprechend der SO(3)). Dies entspricht der zuvor abgeleiteten
Losung (4.5.147) fir Z = 1.

AbschlieBlend besprechen wir noch die expliziten Losungen der Differentialgleichung (4.5.137) fiir die
Radialwellenfunktion des Coulomb-Problems: Mit py = 2n entspricht die DGL (4.5.139) fiir w(p) der

4Keiner der drei hat ihn jedoch entdeckt, s. [25, 26].
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4.5. Losung der Schrodingergleichung im Zentralpotential

Laguerreschen Differentialgleichung:

2

d d s
X@‘F(S"’I—X)a"'(r_s) Lr(-x)_o’

(4.5.162)

wobei im Coulomb-Problem x = 2p, s = 2]+ 1 und r = n+ [ entsprechen. Die Losungen dieser DGL sind

die assoziierten Laguerre Polynome
s

. d
Li(x) = —L,(x), (4.5.163)
dxs
die sich aus den Laguerre Polynomen
L.(x)=e"—e™"x" (4.5.164)
dx”
ableiten lassen. Explizit lauten die
Assoziierten Laguerre-Polynome:
K _ . _1\k+s (r!)z
Li(x) = ;( T sy st (4.5.165)
mit Normierungsrelation
* s+l —x[rs 2 (r!)3
dxx e L] =Q2r-s+1) . (4.5.166)
0 (r—s!
Die Laguerre-Polynome selbst lassen sich durch
1 s - s
——exp (—x = S) - Z(; L) (45.167)
erzeugen. Hieraus konstruieren wir die endgiiltigen
Energie-Eigenfunktionen des Coulomb-Problems:
Yuim(r, 6, 9) = Ru(r)Y]"(6, ¢), (4.5.168)
worin Y;" die Kugelfléchenfunktionen (4.4.105) sind und die
Ru(r) = " = ~NQkr)'e™ LD (2kr), (4.5.169)
r

den radialen Anteil beschreiben, worin
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4. Bewegung im Zentralpotential

(n—1-1)!2x)3 MzZel 7
N = ,/ , K= == 4.5.170
2n((n + I)!)3 K= T nag ( )

hZ

ap = — =0.53-10%m  (Bohr-Radius). (4.5.171)
2
Meé?

mit

Die Energieeigenwerte des Coulomb-Problems lauten

2 2
En:—M—cazz—, neN, (4.5.172)
2 n?
worin
e% 1 .
— = (Sommerfeldsche Feinstrukturkonstante) . 4.5.173)

“ he T 137.037
Fiir das Wasserstoffatom mit Kernladungszahl Z = 1 erhalten wir die Grundzustandsenergie

E; =-13.6eV = -1Ry. (4.5.174)

Die Ubergangsfrequenz zwischen zwei Energieniveaus berechnet sich somit zu

1 1
hwpm = Ey — E, = 1Ry (__2 + _2) . (4.5.175)
m n

AbschlieBende Bemerkungen zur Physik der Losungen des Coulomb-Problems:

o Die radialen Wellenfunktionen und ihre entsprechenden Wahrscheinlichkeitsdichten der untersten
Schalen lauten explizit:’

Schale n Orbital 1 R(r)
32
K 1 s 0 2(5) e~%rlas
ag
32
V4 Zr
I o) 0 ) 1- == —Zr/2ag
§ (261]3) ( 2613) ¢
3/2
R A zr e
3 \2ap ag
3/2 2
Z 27 2(Z
M 3 s 0 2(_) 1__}"+ ( I‘) e—Zr/3aB
3ag 3ag 27612]3
3/2
O YA K PO R
3 361]3 ap 661]3
., , | 22 ( z )3/2 (Z) 2o/
- | — — e -
275 \3ag ag

SFiir graphische Darstellungen siehe die handschr. Notizen, Folien, oder F. Schwabl: Quantenmechanik, 7. Auflage, Seite 132

[11.
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4.5. Losung der Schrodingergleichung im Zentralpotential

o Radiale Mittelwerte und Unschirfen ergeben sich zu

s ag
(P = f XY 7 i = > (3> -1+ 1), (4.5.176)
. .. ag 1
Speziell firl=n—-1: (Mnn-1 = 2 n(n + 5) , 4.5.177)
a; 1
(Phpp1 = ?nz (n+1) (n + 5) , (4.5.178)
2.2
2 _ agn 1
= ANpam = 577 (n + 5) , (4.5.179)
Ar 1
=|— = —. (4.5.180)
(<r>)n,n—l,m m

Zustinde zu [ = 0O:
Yoo o< €L (2«r) . (4.5.181)

Diese haben n — 1 Knoten, sind endlich bei » = 0 und kugelsymmetrisch. Klassisch verlduft die
Bahn durch r = 0.

Zustiande zu [ = n — 1 (I maximal):

2%)3
Rupt(1) = %(wy“‘e*”. 45.182)

Die radiale Wahrscheinlichkeitsdichte dazu betrigt:
p(r) = f dQ P Wpo1m|’ = CP (4.5.183)
Das Maximum der Wahrscheinlichkeitsdichte (p’(r) o e~ (2n/r — 2x)) ist bei ry = n/k =

n*ag/Z, also nimmt der Radius mit n> zu. Die Schwankung nimmt 1/ /z ab.

Fiir groBBe n lassen sich klassische Bahnen konstruieren, entsprechend den kohédrenten Zustinden
des HO, welche das 3. Keplersche Gesetz (Radius o n?, Umlaufzeit oc n3) erfiillen.

Diese nennt man Rydberg-Zustdinde.

Schwankungen von L:
Es gilt (Lyy)im = 0. Mit L7 + L} = L? — L? folgt daraus:

2
(L2 = LY = % 1+ 1) -m?] . (4.5.184)

Fiir [ = |m| werden diese minimal: AL, |;.; = 7 VI/2. Fiir groBe [ gilt: AL, /{L2)'/? oc [71/2

Die Lingenskalen, welche durch den klassischen Elektronenradius 7., die Compton-Wellenlidnge
A, den Bohr-Radius ag und die Lichtwellenlinge 1 atomarer Ubergiinge gegeben sind, unterschei-
den sich, der GroBenordnung nach, um jeweils einen Faktor der Sommerfeldschen Feinstruktur-
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4. Bewegung im Zentralpotential

konstante « = e} /hic = 1/137:

e
_ %
e e
hi
—ad.=a —
Mc
h2
=ad?ag = a* —
Me;
e hc
3 3 3
= li=a — ~a —. (4.5.185)
4
Me; E,

Diese Trennung der Skalen der verschiedenen Aspekte der dynamischen Struktur der Elektronenbe-
wegung in der Hiille eines Atoms ist wesentlich fiir den Erfolg der Quantenmechanik bzw. Quante-
nelektrodynamik in der Beschreibung der atomaren Spektren und Eigenschaften. Sie erlaubt letzt-
lich die pridzise Auswertung analytischer Ndherungen im Rahmen der quantenfeldtheoretischen
Storungstheorie, welche auf die Kleinheit der Feinstrukturkonstante o im Vergleich zur Eins ent-
scheidend angewiesen sind.
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5. Bewegung im elektromagnetischen Feld

Die Elektronenbewegung im Wasserstoffatom hatte uns fast unbemerkt die Elektrodynamik mit der Quan-
tenmechanik zusammenfiihren lassen. Ohne, dass dies eine besondere Rolle fiir die Mathematik der
Schrodinger-Gleichung gespielt hat, haben wir das Coulombpotential als wichtigstes Beispiel fiir ein
zentralsymmetrisches Potential behandelt. Wihrend dabei lediglich die elektrostatische Kraft zwischen
Atomkern und Elektron ihre Wirkung entfalten durfte, geben wir im folgenden auch der magnetischen
Kraft den ihr gebiihrenden Raum. Und bevor dann die Lie-Theorie wieder etwas in den Hintergrund tre-
ten darf, fithren wir eingangs zuerst noch den Spin als eine der Quantenmechanik eigene Darstellung der
Drehimpulsalgebra ein. Im weiteren Verlauf dieses Kapitels werden wir dann eingehend die Kopplung
einer quantenmechanischen Wellenfunktion an ein elektromagnetisches Feld beschreiben.

5.1. Spin

Der Spin stellt eine spezifische Klasse von Darstellungen der Lie-Algebra des Drehimpulses dar, welche
kein klassisches Aquivalent besitzt. Der tiefere Grund hierfiir ist, dass die Spinzustinde zu halbzahliger
Quantenzahl s des Gesamtdrehimpulses aufgrund des Spin-Statistik Theorems nur bei fermionischen Teil-
chen, Elementarteilchen oder zusammengesetzten Teilchen wie Atomen realisiert sind, wihrend Teilchen
mit ganzzahligem Spin bosonischen Charakter besitzen. Nur innerhalb der Quantentheorie wiederum
ist eine Beschreibung von Fermionen wie etwas den Elektronen moglich, und, abgesehen vom Bahn-
drehimpuls, 146t sich jeder weitere Spin-Freiheitsgrad auf eine Kombination der Spin-1/2 Zustinde der
Elektronen sowie der zum Kern beitragenden Elementarteilchen wie Protonen und Neutronen zuriickfiih-
ren. Der Spin als “Eigendrehimpuls” solcher Elementarteilen hat demnach eine fundamentale Bedeutung
fiir das Verstindnis der in der Natur beobachteten Eigenschaften, von der Elementarteilchenphysik hin
zu Anwendungen im Bereich der Festkorper. Inzwischen konnten verschiedene Anwendungen entwickelt
werden, welche von gesellschaftlich groer Bedeutung sind, wofiir die Kernspintomographie, magneti-
sche Sensoren und Spintronik herausragende Beispiele sind.

5.1.1. Phanomenologie des Spins

Wir beginnen mit dem Spin des Elektrons als einem auch im Hinblick auf Anwendungen im Vordergrund
stehenden Beispiel. Da sich der Spin als eine Art Eigendrehimpuls des elektrisch geladenen Elektrons
verstehen 14Bt, kann man sich ein Teilchen mit Spin als einen punktformigen Elementarmagneten vor-
stellen, dessen Dynamik von einem dufleren Magnetfeld beeinfluit wird. Aus der Elektrodynamik wissen
wir, dass ein klassisches Teilchen mit (Bahn-)Drehimpuls L im Magnetfeld B die Energie

U=—-u-B, 5.1.1)

besitzt. Hier bezeichnet u das magnetische Moment

q

=—L, 5.1.2
2Mc ( )

u

worin g die Ladung, M die Masse, und L. der Bahndrehimpuls des punktférmigen Teilchens sind. Im
Stern-Gerlach-Experiment (1922) [27] wurde dies fiir Silberatome iiberpriift, die sich durch ein inhomo-
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5. Bewegung im elektromagnetischen Feld

genes Magnetfeld B = Bze, bewegen:

€;

N
Ag-Atome B=Brc. 1 Schirm
S

Abbildung 5.1.: Stern-Gerlach-Experiment (1922) [27]: Erhitzte Silberatome senden Elektronen aus, welche in
einem inhomogenen Magnetfeld (lineare Zunahme der Feldstirke in z-Richtung) gemédB ih-
rer Spin-Ausrichtung abgelenkt werden. Anstelle einer ungeradzahligen Aufspaltung, wie fiir
Bahndrehimpuls-Quantisierung zu erwarten wire, zeigt sich eine zweifache Aufspaltung.

Die klassische Kraft auf ein Silberatom ist bei dieser Wahl des Magnetfelds konstant im Raum und zeigt
in Richtung des Feldes,

qB
2Mc
Quantenmechanisch ist das Teilchen, z.B. ein atomares Elektron, welches sich im Coulombpotential des
Kerns bewegt, durch die Drehimpulszustinde als die Eigenzustinde des Hamiltonoperators charakteri-
siert. Befindet es sich beispielsweise in einem solchen Eigenzustand |, m ), so ergibt sich die Kraft

F=-VU= Le.. (5.1.3)

F, = ——mh (5.1.4)

als Eigenwert wie auch Erwartungswert des Operators (5.1.3), mit diskreten Werten gemafl Magnet- und
Drehimpulsquantenzahlen m und /. Befinden sich die Elektronen in einer Superposition der Zustinde
|l,m) zu festem [, so kann man auf dem Schirm eine (2! + 1)-fache Aufspaltung des Strahls beobachten.

Die Valenzelektronen von Silber liegen in der 5s-Schale, d.h. [ = 0. Daraus folgt, dass der Strahl unabge-
lenkt auf dem Schirm auftreffen sollte. Tatsdchlich gefunden wurde jedoch eine zweifache Aufspaltung
des Strahls [27], wie man fiir einen halbzahligen Drehimpuls erwarten wiirde. “Dieses in der ganzen phy-
sikalischen Welt beriihmt gewordene Stern-Gerlach-Experiment endete mit einem kurzen Telegramm von
Walther Gerlach an Stern in Rostock mit dem Text: ‘Bohr hat doch recht’.”! Allerdings hatte Bohr ledig-
lich das Auftreten einer Quantelung der Beitrdge des Drehimpulses vorausgesagt, welche wie beobachtet
eine Aufspaltung in diskrete Strahlen zur Folge hitte. Die beobachtete, geradzahlige Aufspaltung? war
jedoch dann nur mit einer halbzahligen Quantenzahl j zu erkldren, welche zu dem Zeitpunkt noch nicht
bekannt war:

e Das 5s-Elektron besitzt, tiber den Bahndrehimpuls L hinaus, einen Anteil am Gesamtdrehimpuls J.

e Diesen halbzahligen Drehimpuls S bezeichnet man als Spin. Die beobachtete, zweifache Aufspal-
tung 146t sich durch Zustinde mit Gesamtdrehimpuls 1/2 beschreiben:

! Aus den Gedenkworten von Wolfgang Gentner fiir Walther Gerlach 1980, [28].
2Gerlach und Stern lieBen diese Beobachtung im iibrigen unkommentiert: “Die Aufspaltung des Atomstrahles im Magnetfeld
erfolgt in zwei diskrete Strahlen. Es sind keine unabgelenkten Atome naehweisbar.” [27], S. 351.
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5.1. Spin

Spin-1/2 Zustiinde:
I's,s2) =11/2,+1/2) . (5.1.5)

Diese halbzahligen Darstellungen der Drehimpulsalgebra konnen als eine Art ,,inneren Drehim-
puls® der Teilchen interpretiert werden.

Die Theorie der Drehimpulsquantelung, wie wir sie mit der Einfiihrung der Lie-Algebra-Darstellungen
der so(3) kennengelernt haben, 146t sich unter der zusitzlichen Annahme der physikalischen Existenz
halbzahliger Drehimpulse unmittelbar auf den Spin iibertragen. Die Mdglichkeit halbzahliger Drehim-
pulse hatte sich bereits aus den Eigenschaften der so(3) ergeben, vgl. (4.3.65). Der Spinoperator S eriillt
also alle Eigenschaften eines Drehimpulses. Im einfachsten Fall ist die so(3)-Algebra in der j = 1/2 Dar-
stellung realisiert:

S
S=|s,]|, (5.1.6)

Sz
[S,‘,Sj] = ihE,'ijk . (517)
S.=8,+iS,, (5.1.8)
[S..S.]=+hS., (5.1.9)
(S.,S_]1=2AhS.. (5.1.10)

Wir schreiben die Eigenzustinde von S? und S, kurz als

I's,s:=+1/2) =11/2,1/2) =|T) , (5.1.11)
Is,s:==1/2)=11/2,-1/2) =|]), (5.1.12)

und damit die zugehorigen Wirkungen des Spinoperators und seiner Komponenten als

3 3
SZ|T>=hZZ|T>, Szll>=h2zll>, (5.1.13)
h h
STy =311, S =-311), (5.1.14)
S.ILy=nl1y, S_ITy=hll). (5.1.15)

Die Operatoren S ,, S _, S, konnen in der {| T),| | )}-Basis durch 2 x 2-Matrizen dargestellt werden:

_ 2(<T|Si|T> <T|Si|l>).

Ti= 5Ty (LIS (5-1.16)

Konkret sind dies die bekannten Pauli-Matrizen

mzc a %zc w @:G g% (5.1.17)

welche, zusammen mit der Einheitsmatrix, eine Basis der komplexwertigen, hermiteschen 2x2-Matrizen
bilden, ohne die 1 eine Basis deren spurfreier Unterklasse. In gleicher Weise ist es giinstig, die Paulische
2-Komponenten-(“Spinor”’)-Notation der Eigenzustinde von S ; einzufiihren:

=l 1w=(]). (5.1.18)
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5. Bewegung im elektromagnetischen Feld

welche die kanonische Basis des Vektorraums allgemeiner solcher Spinoren bilden. Wir definieren die
Darstellung der Spinoperatoren durch die Paulimatrizen also als

A

und erhalten die Wirkung der Spinmatrizen als
1\ 71 0 0 1\(0 1
st =3} s ()=2fo o)l -2lo) o120

Definition 5.1. Die s = 1/2 Darstellung heifst Spindarstellung. Ein Element des s = 1/2 Darstellungsraums
heifit Spinor.

5.1.2. Ontologie des Spins & Gesamtdrehimpuls

Die bisherige, phinomenologische Behandlung des Spins erscheint noch ein wenig ad hoc. Um zu ver-
stehen, was der Spin tatsdchlich ist, miissen wir mathematisch etwas ausholen. Spin und Bahndrehimpuls
stellen zwei unterschiedliche Darstellungen der Drehgruppe SO(3) dar.

Zur Erinnerung: Die Rotationssymmetrie bestimmter Systeme, wie etwa der Bewegung von Elektro-
nen in einem zentralsymmetrischen Potential, hatte uns veranlaB8t, Elemente g der Lie-Gruppe der Ro-
tationen, g € SO(3) mit Drehmatrix-Darstellung R(g) = R(fi, ¢) auf ihre Transformationseigenschaften
hin zu untersuchen. Fiir infinitesimale Drehwinkel fungiert allgemein der Drehimpuls als Generator, und
dessen Eigenzustdnde erlauben in der Quantenmechanik, irreduzible Darstellungen aller Generatoren auf
(2j + 1)-dimensionalen, rotationsinvarianten Unterrdumen zu finden. Beispiele sind fiir den

1) Bahndrehimpuls, L= Yo len,m’:—l |1, m) L%m (I,m’|, (2] + 1)-dimensionale Matrixdarstellun-
gen, z.B. fir / = 1:

LY =hmum . LY h(é§ 81),
/] h (o010
x ! ) _
lem’ - \/§|lm| |m I 5 L] \/z <(1) (1) (1)) > (5121)
h hio(0-io
@  _ o o _ DU
Fmm = 15 1= b ﬁ(é?ol)

2) Spin mit Drehimpulsquantenzahl | = s = 1/2, S; = D si=t1/2 | %, sZ>S§';)s: ( %, S, |, die Darstel-

lung durch die 2 x 2 Pauli-Matrizen:

no 1 , R0 —i A1 0
w_" m_"n @_"
S _2(1 o)’ S 2(i 0), S 2(0 _1). (5.1.22)

Die Lie-Algebra der schiefsymmetrischen Erzeugenden iF; der SO(3) mit den ¢;j als Strukturkonstanten,
welche die Nichtvertauschbarkeit von Drehungen um unterschiedliche Achsen charakterisieren, spielt
bereits in der klassischen Mechanik die Rolle der Menge von Generatoren infinitesimaler Drehungen.
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Die Poissonklammern in der Hamilton-Jacobi-Mechanik entsprechen dabei der Lie-Klammer der Alge-
bra der Generatoren. Erst die Frage nach (gemeinsamen) Eigenzustinden von Z; (und I.2) fiihrte uns in
die Quantenmechanik, in der wir nach Basisdarstellungen von Operatoren suchen, welche durch den voll-
standigen Satz ihrer Eigenzustinde gegeben sind. Ein entscheidender Schritt bei dieser Quantisierung war
die Identifikation

F=J/n (5.1.23)

der aus den schiefsymmetrischen, reellen Generatoren iF der SO(3), Gl. (4.1.18), gewonnenen hermite-
schen Operatoren F mit dem quantenmechanischen Drehimpulsoperator J. Anstelle dieses Schritts hitte
man jedoch auch einfach bei der mathematisch-geometrischen Frage des Transformationsverhaltens von
Abbildungen, etwa auf dem R3 bleiben kénnen.

Wir betrachten eine komplexwertige skalare Funktion als Abbildung auf dem dreidimensionalen Raum,
z.B. die Wellenfunktion y/(x):
y:RP 5 Cix y(x) (5.1.24)

Diese transformiert unter Drehungen wie:
g Y B Y =TYX) = (R 'x). (5.1.25)

Tatséchlich ist fiir eine Drehung ¢ = g(n, ¢) um eine Achse n, [n| = 1, um den Winkel ¢, d.h., R, =
e nF =1 g 2 niFi +...die Wirkung von R;l infinitesimal gegeben als

1y _
R,/ x=x-¢nxx. (5.1.26)
Damit ergibt sich

T(x) = ¢(X) —p (M X X) - Vig(x) + . ..
=yX)—px X V) -nyx)+...

=(]l—%¢n-(r><p) YX)+ ... . (5.1.27)

Offenbar generiert also der Bahndrehimpuls die Drehung und, hochintegriert, ergibt sich
Top(x) = e Momly(x). (5.1.28)

Eine Abbildung i : R® — C, die unter der Drehung g transformiert wie ¢ T4, heilt skalare Funktion
oder (komplexes) Skalarfeld. Der Bahndrehimpuls L konstituiert auf diese Weise eine Darstellung der
Drehgruppe auf dem Raum H(R?) der Skalarfelder.

In der Physik spielen allgemeinere Transformationsverhalten eine wichtige Rolle. Aus der klassischen
Feldtheorie, z.B. der Elektro- oder Hydrodynamik, kennen wir den Begriff des Vektorfeldes als Abbildung

v:RPS R, xbv(x), (5.1.29)
mit dem Transformationsverhalten unter Drehungen g,

—ig X niF;

g: VX P V(X)) := RgV(Rgflx), R,=¢ (5.1.30)

Der Raum V = R? kann somit als ein 3-dimensionaler Darstellungsraum der Drehgruppe SO(3) inter-
pretiert werden, entsprechend der drei kartesischen Koordinaten des Vektors v. Die entsprechende Dar-
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5. Bewegung im elektromagnetischen Feld

stellung (4.1.18) der Generatoren F; bezeichnet man als die fundamentale oder Vektordarstellung. Diese
fundamentale Darstellung der so(3) ist dreidimensional und irreduzibel. In der Quantenmechanik des
Drehimpulses spielt auch die fundamentale Darstellung (5.1.21) in der Basis der drei Zustinde zu den
Quantenzahlen j = 1, m, = +1,0, —1 eine wichtige Rolle, siehe aber auch Quiz 18 zur so(3).

Allgemein betrachten wir also Felder im Darstellungsraum Vg, einer Darstellung D der so(3), d.h., die
Darstellung O : Vp — Vp von Drehungen X — R,x, unter denen das Feld v € H (R3,Vp),

ViR 5 Vp, X - v(x) € Vp (5.1.31)

gemal
g v(®) -V (X) = DR, 'x) (5.1.32)

transformiert. Auf diese Weise konnen wir solche Felder geméf ihres Transformationsverhaltens klassi-
fizieren:

Skalarfeld < triviale Darstellung D, =1 Vg. (5.1.33)
Vektorfeld < fundamentale / 3-dimensionale Darstellung D, = R, (= Ry(¢)).  (5.1.34)

Im Kontext dieses Kapitels wollen wir nun Vektorfelder betrachten, welche ihre Werte im Darstellungs-
raum der s = 1/2 Spinoren annehmen, die sogen. Spinorfelder W(x). In Pauli-Notation schreiben wir

m(x)) .

v (x) (5.1.35)

P(x) = (

Wenn g € SO(3) der Drehung R, = R, (¢) entspricht, dann transformiert der Spinor gemif

[
2

D, = e (/MInS _ g-ifno (5.1.36)

und insgesamt transformiert ¥ (x) wie

w+ (X) 5 % o w+ (ei¢ n~fo)
(w—(x>) —e (w_<ei¢“'F"’X>)
tno (e‘“/ oty <x))

=¢c ? e_(i/h)an'Ll//_(X) (5 1 37)

= eignoe-(/MenL (g*g;) . (5.1.38)

Die explizite Form von e 1307 werden wir gleich néher diskutieren. Wir erkennen jedoch bereits, dass die
von den 2 X 2 Pauli-Matrizen o; generierte Drehung wiederum durch eine 2 X 2-Matrix dargestellt wird,
wie man sich mit Hilfe der Taylor-Reihe der Exponentialfunktion leicht klar macht.

In der letzten Zeile haben wir die Darstellung der Rotation der Skalarfelder . aus dem Spinor herausge-
zogen, da sie fiir beide identisch ist und daher wie die Multiplikation der Komponenten des Spinors mit
einem Skalar aussieht. Wir kennen diesen Rechenschritt sehr gut aus der linearen Algebra: Wihrend der
erste Faktor, eine 2 X 2-Matrix ist, wirkt der zweite Faktor auf jede der beiden Komponenten gleichartig,
und man konnte ihn auch mit einer Diagonalmatrix 1, multipliziert denken. Die beiden Komponenten
sind hier jeweils Skalarfelder, da wir sie als (i. allg. komplexwertige) Wellenfunktion geschrieben haben.
Wenn es sich bei diesen Wellenfunktionen beispielsweise um Eigenfunktionen des Bahndrehimpulses
handelt, . (x) = Y. ;(r)Y;,(6, ¢), mit einem beliebigen Radialanteil i, ;(r), dann handelt es sich dabei
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5.1. Spin

um eine Projektion der Zusténde auf die Ortseigenfunktionen, ausgedriickt in sphérischen Koordinaten.

Genausogut konnten wir die Zustdnde aber auch in der Basis der Eigenzustinde von L ausdriicken, was,
fiir den Fall, dass  Eigenzustand von L? zu einem festen [ ist, zu einem 2/ + 1-dimensionalen Vektor fiir
beide Spin-Komponenten .. fithren wiirde. In diesem Fall wire die Darstellung des Zustands die eines
komplexwertigen Vektors mit 4/ + 2 Eintrdgen, und die Darstellung des von L generierten Drehoperators
exp{—(@/f)¢n-L} eine (2] + 1) X (2] + 1)-Matrix. Damit stellt sich die allgemeine Frage, wie die Multipli-
kation dieser Matrix mit der 2 x 2-Matrix exp{—i%n -0} mathematisch genau zu verstehen ist. Anhand des
oben eingefiihrten Beispiels der Darstellung des Zustands mittels einer Spinor-Wellenfunktion 146t sich
bereits erahnen, dass wir wiederum die (2/ + 1) X (2 + 1)-Matrix der Bahndrehimpuls-generierten Dre-
hung zweimal in die Diagonaleintrige einer 2 X 2-Einheitsmatrix kopieren miissen, um die Wirkung auf
den Spinor korrekt zu erfassen. Dieser Schritt stellt, unabhéngig von der speziell gewihlten Darstellung,
mathematisch ein Tensorprodukt dar. Genau genommen handelt es sich bei der Drehung in (5.1.38) um
das Tensorprodukt zweier linearen Abbildungen auf dem und in das Tensorprodukt zweier Vektorrdume,
deren Elemente Spinoren bzw. Skalarfelder (d.h. komplexwertige Wellenfunktionen im Ortsraum) sind.

Wir nehmen dies zum Anlass, an das Tensorprodukt zu erinnern: Gegeben seien zwei Vektorrdume V, W mit
Basen {¢;;i = 1,...,dimV} und {&;;i = 1,...,dimW}. Dann ist das Tensorprodukt V @ W der Vektorraum der
Dimension dim(V ® W) = dim(V) dim(W) mit Basis ¢; ® &;, so dass fiir alle v = ¥, vie; und w = }; w;é; das
Tensorprodukt der Vektoren im Tensorprodukt der Rdaume liegt und dargestellt werden kann als

VeWsvews= ) viwe®;. (5.1.39)

ij

Fiir eine genauere Definition verweisen wir an dieser Stelle auf die Literatur zur linearen Algebra, z.B., [5]. Auf
den Vektorrdumen seien dariiberhinaus lineare Abbildungen A : V. — V und B : W — W gegeben, welche auf
dem Tensorprodukt geméal

A®B: VW - VW, (A®B)(vew) =Av® Bw (5.1.40)
wirken. Das Skalarprodukt auf V und W induziert ein Skalarprodukt auf V @ W,

(vi®@wr[va®@wa ) = (v v )y{wi [ wy)w. (5.1.41)

Kehren wir zuriick zum allgemeinen Darstellungsraum Vg der Darstellungen der so(3): Wie man sich
leicht iiberzeugt, kann der Raum der verallgemeinerten Vektorfelder, H(R3, V), d.h. der Abbildungen
v:R > Vo, als Tensorprodukt geschrieben werden,

H(R?, Vp) = Vp ® HRR?). (5.1.42)

Beispielsweise kann man ein Spinorfeld

_(Y+®
Y(x) = ( v (x)) (5.1.43)
schreiben als
¥ = (o) @000+ () om0, (5.1.44)

worin die Zweier-Spinoren den 2-dimensionalen Darstellungsraum zu s = 1/2 aufspannen.
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5. Bewegung im elektromagnetischen Feld

Ein allgemeines Feld v(x) € H(R?, V) transformiert dann unter g € SO(3) gemif
g vx) P Upn(x), (5.1.45)

wobei
Ug=D,®T,, (5.1.46)

mit Dg : Vp = Vpund Ty : H (R*) — H(R®). Dies bedeutet letztlich, wie oben eingefiihrt, dass
Ugv(x) = Dv(R,'x) . (5.1.47)

Auf der Grundlage der obigen Uberlegungen gelangen wir zu einer neuen Charakterisierung des Spin:
Der Spinoperator S ist definiert als Generator der D,. Infinitesimal gilt:

i i
Ug = (]]-VD - ﬁ(ﬁn S)®(]]-H(R3) - £¢HL)
= Lyen = 70 S®1y) — 29(1y @n-L)
z]l—%(bn-J, (5.1.48)

mit dem

Gesamtdrehimpuls-Operator
J=S®1ly,+1y®@L=S+L. (5.1.49)

Die Notation J = L + S ist giingig, aber ungenau. Da S und L auf unterschiedlichen Réumen wirken, ist
“IS,L]”" =[S®1y,1y®L]=0 (5.1.50)

und ebenso
“IS,X]" = [S®1y,1y®%]=0, [S®I1yly®p]=0, (5.1.51)

wihrend
“Wndjl” =1Si®@1ly+1y®L.,S; @1y + 1y ®Lj]
=[S;®1y,S; @1yl +[1y®L;, 1y ®Lj]
=[S,S;1® 1y +1y®[L;, Lj]
=i (S ® 1y + 1y ® Ly}
= ihg;pJy . (5.1.52)

Spin und Bahndrehimpuls geniigen jeweils separat den Lie-Klammer-Relationen der so(3),
[Si, S]] = iheiijk und [Li, L]] = ihe,-jkLk . (5153)

Die S?-Quantenzahl s wird als Spin des Feldes bezeichnet.
Wir fassen kurz die in diesem Abschnitt eingefiihrten Rechenregeln fiir die Behandlung von Tensorpro-
dukten von Spin- und Ortseigenzustinden zusammen:
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Tensorprodukte in Spin-1/2-Feldern (-Wellenfunktionen)

o Als Basis unseres Zustandsraumes wihlen wir
Ix,TY=1x)®[T), Ix,1y=1x)®[]). (5.1.54)
e Damit konnen wir die Gesamtwellenfunktion schreiben als
¥x) = (xla) = (X|®1)]a), (5.1.55)

mit 1 = |7)(T|+ |l ) (]|, und wir erhalten

P& = [T){xT la)+[I{x ! |la) =) +y_-X)]|]l)= (%(X)) . (5.1.56)
—0 ) v Y- ()

e Die Normierung der Wellenfunktion erhalten wir aus
(ala) = [ @xaob+ [ S (5.1.57)

wobei f d*x |y.(x)? die Wahrscheinlichkeit ist, ein Teilchen mit s, = +7/2 im Volumen V zu finden .

5.1.3. Die Notwendigkeit des Spins in der relativistischen Physik und seine
Bedeutung fiir die Quantenstatistik von Vielteilchensystemen

Der Spin wird in der nichtrelativistischen Quantenmechanik ad hoc eingefiihrt und wirkt als Vervollstéin-
digung der Klasse von Darstellungen der Rotationssymmetrie. Die empirischen Beobachtungen im Stern-
Gerlach-Experiment legten seine bis dahin unbekannte Existenz nahe. Dariiberhinaus ist Spin jedoch auch
aus mathematischer Sicht ein notwendiger Stein im Gebdude der Theoretischen Physik geworden: Die Er-
weiterung der Quantenmechanik auf Konsistenz mit der Speziellen Relativititstheorie fiihrt im Rahmen
der Dirac-Theorie zum Spin, und die Forderung nach kombinierter Erhaltung unter Umkehr von Ladung,
Paritiit und Zeitrichtung hat zur Folge, dass sich Vielteilchensysteme mit ganz- bzw. halbzahligem Spin
statistisch sehr unterschiedlich verhalten.

e Dirac-Theorie

Paul Dirac zeigte, dass sich der Gesamtdrehimpuls eines relativistischen Teilchens, etwa eines
Elektrons, aus dem Bahndrehimpuls und einem weiteren Anteil mit den Eigenschaften des Spins
zusammensetzen muss,

h
J=50'+r><p, (5.1.58)
damit die an die Stelle der Schrédinger-Gleichung tretende Gleichung fiir die Eigenenergien ei-
nes Systems relativistisch invariant ist [29]. Unter der Annahme, dass Energie und Impuls bei-

de linear in dieser Gleichung vorkommen, konnte Dirac zeigen, dass sie eine lineare Eigenwert-
Differentialgleichung fiir eine 4-komponentige Wellenfunktion sein muf}: Diese Dirac-Gleichung
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fiir ein relativistisches Teilchen der Ruhemasse m hat die Form

(iy0, — me) w(). (5.1.59)
mit Lichtgeschwindigkeit ¢, 4-Vektor x = (x°,x) = (¢,X) und den Dirac-Matrizen
1 0 i 0 o
0 _ 2 i_ i .
Y —(0 _12)7 Y _(_O'i 0)7 i=1,23, (5.1.60)

mit Pauli-Matrizen o;. Diese Dirac-Matrizen bilden eine Basisdarstellung einer Algebra, der Dirac-
Algebra, welche mathematisch einer Clifford-Algebra [30] entspricht, der Cl; 3(C). Wie z.B. die
komplexen Zahlen durch eine Clifford-Algebra aus den reellen generiert werden C =~ Cl; o(R),
stellt sie als “geometrische Algebra” [31] eine Komplexifizierung ihrer reellen Variante, CI, 3(R),
dar, welche eine koordinatenfreie, geometrische Darstellung der klassischen relativistischen, also
Poincaré-invarianten Physik ermoglicht.

Die Dirac-Gleichung fiihrt in der nichtrelativistischen Nédherung gegeniiber mc kleiner Impulse p
zuriick auf die 2-komponentige Schrédinger-Gleichung fiir Pauli-Spinoren, die Pauli-Gleichung,
auf die wir spiter, im Zusammenhang mit der Ankopplung an das elektromagnetische Feld, noch
zuriickkommen werden. Dirac hatte sie hergeleitet, um das Problem der Klein-Gordon-Gleichung,

(7207 = V2 + m?) y(), (5.1.61)

welche ebenfalls relativistisch invariant ist, aber zweiter Ordnung in Zeit und Raum, zu umgehen,
dass der erhaltene Strom j* dieser Gleichung zu einer Ladung f d3x 0 fiihrt, welche nicht positiv
definit ist und damit nicht die Forderung an eine Wahrscheinlichkeitsdichte erfiillt. Dieses Pro-
blem tritt namlich fiir die Dirac-Gleichung nicht auf, fiir die gilt j* = ¥y = |y|?, wie fiir die
Schrodinger-Wellenfunktion, da ¢ = fy°. Der Grund fiir diese Diskrepanz ist, dass die erhaltene
Ladung der Klein-Gordon-Gleichung die Wahrscheinlichkeitsdichten von Teilchen und Antiteil-
chen einbezieht und voneinander abzieht, jOKG = |y|> — [¢[?, worin der letzte Term die Dichte der
Antiteilchen bezeichnet. Die Dirac-Gleichung versieht die “unteren” Komponenten ¢3 und ¢4 des
vierkomponentigen Spinors mit einem zusétzlichen Minuszeichen und zihlt effektiv die Dichte der
Teilchen plus die der “Locher” im sogen. Fermi-See, welcher die Moglichkeit représentiert, eine
beliebige Zahl von Antiteilchen zu erzeugen. Letztlich reprisentiert somit auch hier j° eine lokale
Ladung, also die Menge an Teilchen und Antiteilchen, nur, dass sie sie jeweils nicht mit ihrer La-
dungsquantenzahl gewichtet.

Der Fermi-See wies einen Weg heraus aus der Problematik, dass das Energiespektrum der Dirac-
Gleichung nach unten unbeschrinkt ist. GeméB Dirac’s Theorie sind diese Eigenzustinde negativer
Energie im Grundzustand (Vakuum) vollstindig gefiillt, und Fehlstellen in diesem “See”, also “Lo-
cher”, stellen Antiteilchen dar, welche wiederum positive Energie aufweisen.
Spin-Statistik-Theorem
Markus Fierz (1939) [32] und Wolfgang Pauli (1940) [33] fanden theoretische Begriindungen fiir
die Existenz und Charakterisierung des Spins auf der Grundlage der diskreten Symmetrien

C = Ladungskonjugation,

P = Paritit,

T = Zeitumkehrinvarianz ,

und der Vorraussetzung der Erhaltung der kombinierten Symmetrie CPT, dass Teilchen mit ganz-
zahligem Spin der Bose-Einstein- und Teilchen mit halbzahligem Spin der Fermi-Dirac-Statistik
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geniigen.® Diese Statistiken beruhen insbesondere auf der Symmetrie bzw. Antisymmetrie einer
Wellenfunktion (x;, x,) zweier Teilchen an den Positionen x; und x, unter Vertauschung:

BE: ¢(x1,x) = ¥(x2, x1),

FD: y(x1,x2) = =¢(x2, x1) .

Sind die beiden Teilchen ununterscheidbar, also fiir sich genommen durch dieselbe Einteilchen-
Wellenfunktion ¢(x) beschrieben, so hat die Quantenstatistik zur Konsequenz, dass

BE: y(x1,x2) = ¢(x1)p(xz), (Produktzustand identischer Bosonen) ;

FD: y(x2,x1) =0, (Paulisches Ausschlieffungs-Prinzip) .

Man unterscheidet also, ihrem Transformationsverhalten nach:

Bosonische Felder Fermionische Felder

se”’Z seZ+1)/2
s = 0: Skalarfeld

s = 1/2: Spinorfeld
s = 1: Vektorfeld

Es sei hier noch angemerkt, dass im Rahmen des Standardmodells der Teilchenphysik die bekannten
Konstituenten der Materie, d.h., die leptonischen Elementarteilchen (Elektron, Myon, Tauon, Neu-
trinos) sowie die Quarks (mit Flavour u, d, ¢, s, t, b), durch s = 1/2-Fermionen beschrieben werden.
Die Austauschteilchen der Wechselwirkungen, also die Photonen, die W*- und Z-Bosonen, sowie
die Gluonen, sind sind (s = 1)-Bosonen, daher auch Vektorbosonen genannt. Dariiberhinaus ge-
lang am LHC im Jahr 2012 der Nachweis des Higgs-Bosons, welches durch ein (s = 0)-Skalarfeld
beschrieben ist.

3Eine Umfangreiche Diskussion dieses sogen. Spin-Statistik-Theorems geben Ray F. Streater und Arthur S. Wightman in ihrem
Werk: PCT, Spin & Statistics, and All That (Addison Wesley, New York, 1980) [34].
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o Vielteilchensysteme

Wir skizzieren hier noch kurz die Verallgemeinerung der bisher betrachteten Beschreibung eines einzelnen
Teilchens durch einen Zustand im Hilbertraum auf eine Beschreibung mittels Zustinden und Operatoren,
welche eine beliebige aber fest gewihlte Teilchen erfaf3it. Dies moge den Hintergrund der soeben einge-
filhrten Wellenfunktionen fiir zwei ununterscheidbare Teilchen etwas weiter beleuchten.

Gegeben sei ein Hilbertraum H™, welcher N — unterschiedliche oder ununterscheidbare — Teilchen be-
schreibe, deren Zustinde Elemente der jeweiligen Hilbertrdume H;, i = 1, ..., N seien. Dann ist

N
HWN = ®‘H,~, (5.1.62)
i=1

das direkte oder Tensorprodukt der Einteilchen-Hilbertriume, und jeder Zustand |y™ ) € H™ 148t sich
als direktes Produkt,

N
W™y = Q1) . (5.1.63)
i=1

der Einteilchen-Zusténde |y; ) € H; schreiben.

Auf dieser Grundlage fiihren wir Basiszustinde | x; ) der Ortsoperatoren x; fiir Teilchen i ein und konstru-
ieren daraus eine Basis {|xi, ..., Xy )} im N-Teilchenraum H®™,

N
[X1, . xn ) = Q) Ix;) - (5.1.64)
i=1

Mit Hilfe dieser Basiszustidnde ist die Ortsdarstellung eines Zustands im N-Teilchen Raum eine N-
Teilchen-Wellenfunktion

Y&, X)) = (X Xy [ ™) (5.1.65)
Wir betrachten eine beliebige Orthonormalbasis {|v; )} im i-ten Einteilchenraum, welche fiir alle i =
1,..., N die gleiche Dimension und die gleichen Zustinde enthalte. Der gesamte Zustand von N Teil-

chen kann damit in der Basis der direkten Produkte geschrieben werden:
{vi.oomd=lv)em)e-elw) | (5.1.66)

Fiir ununterscheidbare Bosonen (Fermionen) muss die Basis (5.1.66) fiir beliebige i # j € {1,...,N}
folgende Bedingung erfiillen:
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..,Vj,...,Vi,...>+=Pij|...,Vi,...,Vj,...>+=i |...,v,~,...,v/-,...>+. (5.1.67)

Hierbei ist P;; der Permutationsoperator, der die Teilchen i und j vertauscht. Damit (5.1.67) erfiillt ist,
muss die bosonische (fermionische) Basis als vollstindig (anti)symmetrisiertes Produkt definiert werden:

1
Lty e ovinds = Suliteenosin )= —— Y () Plif, .. iy) . (5.1.68)
i 2

{P} bezeichnet alle Elemente der Permutationsgruppe von N ganzen Zahlen,* die aufgrund ihrer Gruppen-
eigenschaften als Produkte paarweiser Permutationen P;; ausgedriickt werden konnen, siehe (5.1.67). Je
nachdem, ob die Anzahl dieser paarweisen Permutationen gerade oder ungerade ist, ist

(1) = +1, wenn die Anzahl der paarweisen Permutationen gerade ist. (5.1.69)
=7 71 %1, wenn die Anzahl der paarweisen Permutationen ungerade ist. o
Da die Permutationsgruppe £ = {P} abgeschlossen ist, gilt fiir P, P’ € P:
PP =Q¢e®P. (5.1.70)
Daher folgt aus (5.1.68), dass
PS.==DS,. (5.1.71)

Dies beweist, dass die Zustidnde (5.1.68) bosonische (fermionische) Permutationssymmetrie besitzen,

Plity..indy = &) ity vin)s - (5.1.72)

AbschlieBend noch einmal zuriick zur “Frage nach dem Sein”: Was ist also der Spin?

Spin bedeutet, dass ein Feld ein nichttriviales Transformationsverhalten beziiglich der SO(3) in dem in
diesem Abschnitt diskutierten Sinne aufweist.

Solche Felder haben kein klassiches Analogon — auf den ersten Blick zumindest. Es kann jedoch gezeigt
werden, dass das Spin-Statistik-Theorem zwar lokale Poincaré-Invarianz bendtigt, wie durch die spezi-
elle Relativititstheorie gegeben, jedoch nicht notwendigerweise die Quantenmechanik voraussetzt. Fiir
ein klassisches Spinorfeld benotigt man Grassmann-Variable, d.h. antikommutierende Gré3en wie sie zur
Beschreibung bestimmter Kink-Losungen nichtlinearer Wellengleichungen dienen konnen.’

Die oben skizzierten Problemfelder, welche eine relativistische Verallgemeinerung der Quantenmechanik
mit sich bringen, werden erst durch die (relativistische) Quantenfeldtheorie beseitigt, welche zusétzlich
beriicksichtigt, dass bei relativistischen Energien, also Gesamtenergien grofer als die Ruhemasse der
moglichen Teilchenanregungen, die Gesamtteilchenzahl nicht mehr erhalten ist.

In der Quantenfeldtheorie wird durch die sogen. ‘2. Quantisierung” der Hilbertraum zu einem Fockraum
erweitert, welcher eine Summe von Produkten (5.1.62) beliebig vieler 1-Teilchen-Hilbertraume darstellt,

F={0oHOHIH)®(HOIHIH)D.... (5.1.73)

Auf diesem Raum operieren Feldoperatoren, welche dhnlich den Leiteroperatoren des Harmonischen Os-
zillators Teilchen erzeugen und vernichten und somit die verschiedenen Unterrdume H ® - - - ® H unter-
schiedlicher Gesamtteilchenzahl miteinander verbinden. In der Quantenfeldtheorie gibt es dann separate

“Dies ist die symmetrische Gruppe S y.
5Siehe z.B. D. Finkelstein and J. Rubinstein, ‘Connection between Spin, Statistics & Kinks’ [35]; sowie J. A. Morgan, Spin &
Statistics in classical Mechanics [36].
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5. Bewegung im elektromagnetischen Feld

Operatoren fiir unterscheidbare Teilchen bzw. Antiteilchen, und deren (Anti-)Kommutator stellt entspre-
chend der des HO die Quantisierungsvorschrift dar, welche zwischen Bosonen und Fermionen differen-
ziert. Das o.g. Standardmodell ist also durch einen Satz fundamentaler, operatorwertiger Quantenfelder
charakterisiert, welche den empirisch beobachteten Elementarteilchen-Freiheitsgraden entsprechen, fiir
die Austauschteilchen in voller Analogie zu den klassischen Feldern etwa der Elektrodynamik.

5.2. Addition von Drehimpulsen

5.2.1. Clebsch-Gordan-Koeffizienten

Wie im vorangegangenen Abschnitt diskutiert, ist der Gesamtdrehimpuls eines Teilchens mit Spin S und
Bahndrehimpuls L definiert als
J=S®1+1®L=S+L, (5.2.74)

wobei die eingefiigte Schreibweise mittels Tensorprodukten daran erinnern soll, dass S und L auf unab-
dngige Freiheitsgrade wirken. Insbesondere kommutieren sie deshalb als Operatoren,

[S,L]=0. (5.2.75)
Als Basis fiir allgemeine Zustinde bietet sich die Eigenbasis von {L?, L., S?, S} an:
{ILm)®|s,s: )} ={ll,s,m,s;)}. (5.2.76)

Alternativ charakterisieren wir einen Zustand durch die entsprechenden Quantenzahlen des Gesamtdre-
himpulses J = L + S. Der Gesamtdrehimpuls J besitzt wegen [J;, J;] = ife€;jxJi alle Eigenschaften eines
Drehimpulses. Insbesondere erfiillen

J?=L%>+8>+2SL und (5.2.77)
J.=L +S. (5.2.78)

die su(2)-Kommutatorrelation
J%,J.1=0. (5.2.79)

Wir benétigen zusitzlich zu J*> und J, zwei weitere kommutierende Operatoren zur Charakterisierung
eines Zustandes. L, und S, sind wegen

D% L] #0#[J2,S,] (5.2.80)

nicht geeignet, aber
[J%,L7] = 0= [J% 8%, (5.2.81)

was wir leicht durch explizites Nachrechnen priifen konnen. Wir konnen damit jeden Zustand alternativ
auch durch dessen Eigenwerte beziiglich der dann vollstindigen Menge

{J%, 7., L, 8% (5.2.82)
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kommutierender, also kompatibler Operatoren charakterisieren. Die entsprechenden Eigenzusténde erfiil-
len die folgenden Relationen:

Pl jjelisy =02 jG+ D j jols) (5.2.83)
S jolssYy=nj | j j.Ls), (5.2.84)
S j jorl, sy =12s(s+ D j, jo sy, (5.2.85)
L2|j, jou sy = B2+ D j, o, 1 s) (5.2.86)

Auf dieser Grundlage betrachten wir allgemeiner zwei unabhidngige Drehimpulsoperatoren J, J,, welche
auf unabhingige Freiheitsgrade wirken. Ein Beispiel hierfiir wiaren zwei verschiedene Teilchen mit ihrem
jeweiligen Spin:

Ji=S und J,=8S,. (5.2.87)

Der Gesamtdrehimpuls dieses Systems ist
J=J®1l+1®)J,, (5.2.88)

wobei J; (J) in dem Zustandsraum von Teilchen 1 (2) wirkt. Es gibt zwei verschiedene mogliche Basen
in dem gesamten Zustandsraum:

e Die Eigenbasis von (J3,J3, L1, J2} 1 {lj1, jo.mi,mp )},
e Die Eigenbasis von {J2, /., J3,J3} - {ljim, j1, j2)}.

Unser Ziel ist es, einen expliziten Basiswechsel zwischen den beiden Eigenbasen zu finden. Das hef3t,
wir wollen | j,m, ji, j» ) durch | j,, j»,m;, my ) ausdriicken und umgekehrt. Insbesondere stellen wir die
Frage, welche Werte sich bei gegebenen jj, j, fiir j und m ergeben. Allgemein ausgedriickt ergeben sich
diese Transformationen aus

Lom i ja) = 3 L jasmusma) it oy, ma | om, i, j ) (5.2.89)

my,mp

mit den Clebsch-Gordan-Koeffizienten
Cintms = Cts josmima | jom, i, o) (5.2.90)
Wir werden im folgenden zwei wesentliche Zusammenhinge zwischen den Quantenzahlen finden:

e Die Entwicklung (5.2.89) bedingt die Addition der Magnetquantenzahlen:

m=my + my (5.2.91)

e Der aus j; und j, gebildete Gesamtdrehimpuls j kann folgende Werte annehmen:

Jit 2z j=lji— jal (5.2.92)
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5. Bewegung im elektromagnetischen Feld

Die erste Bedingung 148t sich “in einer Zeile” nachweisen: Wegen J, = J,; + J, gilt:
Cimjy | jrjamimg )y = (my + mo)( jmji ja | jyjomima ) = m jmji ja | ji jomims ) . (5.2.93)

Das bedeutet, dass m = m; + mp immer dann gilt, wenn C',’Z’mz # 0.

Der Beweis der moglichen Werte fiir j benotigt etwas mehr Aufwand:

Seien ji, j» fest vorgegeben. Dann gibt es (2j; + 1)(2j, + 1) Zustinde | j; jomimy ), da my und m, die
Werte j; > m; > —j, bzw. j, > my > — j, annehmen konnen. Ferner haben wir gerade gesehen, dass die
Gesamt-J, Quantenzahl eines Zustandes | j; jomm; ) gegeben ist durch m = my + m;.

Aber da [J?, J.i] # Oist, kann | jym; ) ® | jomy ) zu verschiedenen Werten von j beitragen, d.h., in der
Entwicklung von | j; jom;m; ) beziiglich der Basis | jmj; j, ) treten mehrere Werte fiir j auf. Diese ent-
sprechen den moglichen Werte fiir den Gesamtdrehimpuls.

Wir bestimmen zunichst die moglichen Zustinde | j; jo,mim; ), die der Gesamt-J,-Quantenzahl m =
my + m, entsprechen (0.B.d.A. sei j; > j, vorausgesetzt):

m = my +my | Zustand Anzahl

Ji+ 2 L j1,J1)®1j2, j2) 1

Jitp-1 [j1, j1 = 1)®|j2, j2) 2
lj1,J1)®1j2, 2 — 1)

Jitjp-2 [J1:J1 =2)®| joas j2) 3

[ji,j1=1)®|j2, 2= 1)
[ 1, j1)®1j2, j2—2)

J1=J2 lj1, J1 = 2j2)®1 j2, j2) 2jo+1

[ ji, j1)® | j2, —j2)
Ji—j2—1 [ji,j1=22=1)®j2, j2) | 2ja+1

L1 —1)®1j2,—j2)
j]—j2—2 2j2+1

J2— [j1,=J1)®1j2, jo) 2jp+1

[Jj1,2j2 = j1)®| j2,—jo)
J2—j-1 [ j1,=j1>®|j2, ja—1) 2j»

[ji,2/2 = j1 = 1)®| jo,—j2)

-j1— 2 [ ji,=j1)®|j2,—j2) 1

Hieraus konnen wir die moglichen Werte fiir j bestimmen, indem wir fordern, dass die Menge der Zu-
stiande | jy, jo, m, my ) volle Multiplets | j, m, ji, j» ) ergeben muss, wobei m insbesondere zu jedem auf-
tretenden j die 2j + 1 Werte j > m > —j annimmt.
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Der maximale Wert fiir j ist daher j; + j,, was dem maximalen Wert von m entspricht. Das bedeutet, dass
es insgesamt 2(j; + j») + 1 Zusténde der Form

L jsm, jus j2) (5.2.94)
gibt, fiir die j = j; + j, und j > m > —j erfiillt sind.

Wir betrachten als néchstes den Wert m = j; + j, — 1. Hierzu gibt es die zwei in der Tabelle aufgefiihrten
Zustands-Tensorprodukte. Eine Linearkombination dieser Zustéinde gehort zum Multiplett zu j = j; + j».
Die andere muss also dem Multiplett j = j;+j,—1 zugeordnet sein. Andernfalls wire dies im Widerspruch
dazu, dass sich alle | ji, jo, my, my ) in volle Multipletts | j, m, j;, j» ) umgruppieren lassen.

Der nichste mogliche Wert fiir j ist demnach j; + j, — 1. Diese Argumentation 148t sich in gleicher Weise
fortfiihren, bis j = j; — j, erreicht ist. Ab diesem Wert nimmt die Anzahl der Zustinde in einer Zeile der
Tabelle nicht weiter zu. Das bedeutet, dass fiir m = j; — j, — 1 alle Zusténde bereits in Multipletts mit
J = j1 — Jjo enthalten sind. Daher sind keine niedrigeren Werte fiir j moglich. Insgesamt gelten daher die
Grenzen
Ji+ 22 jzlji—pl (5.2.95)
Zum Abschluf} iiberpriifen wir unser Resultat noch auf Konsistenz:
e Die Anzahl der Zustidnde | ji,my ) ® | jo, my ) ist (2j; + 1)(2j, + 1).
e Die Anzahl der Zustidnde | j, m, ji, jo ) ist
Jitj2
#= > Qj+1D)
J=li=Jl
2j2
=D 20—k +1
k=0

=@Q2j2+ DRI = j2) + D+ Q2ja+ 12
=2+ D2j+1). v (5.2.96)

Mit den somit bestimmten fiir j, welche zur Entwicklung (5.2.89) beitragen, lassen sich die Clebsch-
Gordan-Koeffizienten C;,,,, rekursiv bestimmen. Fiir eine allgemeine Behandlung verweisen wir an die-
ser Stelle auf die Literatur, beispielsweise Sakurai [37], Kapitel 3.7. Wir beschrinken uns im folgenden
auf zwei Beispiele, welche dieses Verfahren illustrieren: die Kopplung zweier Spin-1/2 Zustinde zum
Spin-Triplett bzw. Singulett, sowie die Spin-Bahn-Kopplung.

5.2.2. System aus zwei Spin-1/2 Zustanden

Betrachte zwei Teilchen mit Spin 1/2 und Gesamtspin
S=Sl®]1+]1®SZE“Sl+S/2/. (5.2.97)
Die Basis des Tensorprodukt-Raumes ist dann

{Imeimy =1, 11y, 1D, 1} (5.2.98)

Fiir den Gesamtspin gibt es zwei Moglichkeiten:

e s=1/2+1/2 = 1. Dies ist das Triplett der Zustdnde {|1,1),|1,0)und |1,-1)}.
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5. Bewegung im elektromagnetischen Feld

e s=1/2—-1/2 =0. Dies ist das Singulett, welches nur |0, 0 ) enthélt.
Wir entwickeln die Zustéinde | s, s, ) in der | T )-Basis:

o |[1,1)=|TT), wegens, =51, +s53,=1.

e [LO)=alTl)+b[IT).

Um a und b zu bestimmen, lassen wir S~ = §7 ® 1+ 1®S5 ) auf beide Seiten der Gleichung wirken
und erhalten mithilfe von (4.3.71):

STI1L,1)=hV2|1,0), (5.2.99)
ST =@1@L+1S)IMT) =r(IT)+[T). (5.2.100)

Daraus folgt, dass | 1,0) = %(I Y+1TLY).

e |1,-1)=1]]), wie zuvor.
® [0,0)=c[TL)+d[IT).
Aus der Orthogonalitit der Zusténde folgt, dass
0=¢0,0]1,1) und 1=¢0,0]/0,0). (5.2.101)

Daraus erhalten wir den Zusammenhang [0,0) = \Lﬁ(l TL) = 11T)), bis auf eine unbestimmte
globale Phase, die hier per Konvention festgesetzt ist .

5.2.3. Eigenzustande des Gesamtdrehimpulses aus Bahndrehimpuls und
Spin (s = 1/2)

AbschlieBend bestimmen wir die moglichen Werte von j fiir den Gesamdrehimpuls J = L + S aus Bahn-
drehimpuls und Spin-1/2 Zustand, und geben die zugehorigen Clebsch-Gordan-Koeffizienten an:

e j=[+1/2:Fir/>0und!/+ % > j. 2 —(l+ %) lauten die Zustinde

. I+ j,+1/2 .
[1+1/2,j.) T [L,j.—1/2)®1/2,1/2)
[-j+1/2 .
W|l,jz+1/2>®|l/2, 1/2), (5.2.102)

welche sich fir / = 0 auf | 1/2,+1/2) =0,0; 1/2, +1/2) reduzieren.

e j=[—1/2:Fir/>0und!/- % >j. 2 —(l— %) lauten die Zustinde:

o I—j.+1/2 , .
[[-1/2,j.) = T [, j:—1/2)®|1/2,1/2)
I+j,+1/2 .
— I 1/2 1/2,-1/2) . 2.1
T [, j.+1/2)®[1/2,-1/2) (5.2.103)

Die Koeflizienten fiir |/ + 1/2, j, ) lassen sich, wie im vorigen Beispiel, durch iterative Anwendung von
J_=L_+S_auf
[I+1/2,1+1/2Y=|L1)®|1/2,1/2) (5.2.104)
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berechnen, wie man durch vollstindige Induktion beweisen kann.® Die Koeffizienten fiir |/ — 1/2, j. ) fol-
gen aus der Orthonormalitit der Zustdnde, (I + 1/2,j, 11— 1/2,j,)=0,{l-1/2,j.|1-1/2,j,) = 1.

5.3. Kopplung an das elektromagnetische Feld

Im folgenden, zweiten Teil dieses Kapitels wollen wir die Kopplung von im Rahmen der Quantenmecha-
nik beschriebenen Teilchen an elektromagnetische Felder allgemeiner einfiihren und besprechen. Uber
die bereits kennengelernten Effekte der Coulombkraft eines Atomkerns auf ein einzelnes Elektron und
eines inhomogenen Magnetfeldes auf das magnetisches Moment eines Teilchens mit Bahndrehimpuls
und/oder Spin hinaus werden wir allgemeine elektromagnetische Felder zulassen, so wie wir sie aus der
klassischen Elektrodynamik kennen. Diese elektrischen und magnetischen Vektorfelder, einschlielich
des elektrostatischen und des Vektorpotentials, werden wir dabei, wie zuvor etwa das Potential V(x), als
klassische Felder behandeln. Eine dariiber hinaus gehende Beschreibung, bei der auch die (dynamischen)
Feldfreiheitsgrade quantisiert werden, liefert Ihnen spiter die Quantenelektrodynamik, eine Quantenfeld-
theorie. Im Rahmen unserer, im Bereich der elektromagnetischen Freiheitsgrade klassischen Beschrei-
bung werden wir jedoch bereits als zentrales Element an das Eichprinzip erinnern und dieses auf die
Kopplung an die Wellenfunktionen der geladenen Teilchen erweitern.”

5.3.1. Schrodinger-Gleichung im elektromagnetischen Feld

Unser Ziel ist die Beschreibung der elektromagnetischen Wechselwirkung fiir ein quantenmechanisches
Teilchen. Zunéchst erinnern wir an die aus der klassischen Elektrodynamik bekannten Felder

1
E= —EG,A - Vo, B=VxA, (5.3.105)

wobei ¢(x, t) das skalare Potential und A(x, r) das Vektorpotential ist. Die klassische Hamiltonfunktion
fiir ein Teilchen mit Ladung e und Masse m im elektromagnetischen Feld lautet

1 e 2
H= —[ — A +edx,1). (5.3.106)

T 2m c

Wihrend wir p als kanonischen Impuls bezeichnen, nennt man
mx =mdpH =T =p-— °A (5.3.107)
c

den kinetischen Impuls. Mit seiner Hilfe konnen wir die Hamiltonfunktion in der kanonischen Weise
ausdriicken:

1
H=—II +e¢¢. (5.3.108)
2m

6Zuniichst beweist man die Relation jeweils fiir den Zustand |/ + 1/2, j + 1/2 ) explizit durch Anwendung von J_. Dann zeigt
man durch Anwenden von J_ auf den Zustand |/ + 1/2, j, ) fuir allg. j,, dass die beiden Relationen (5.2.102), (5.2.102), wenn sie
fuir j, zutreffen, dann auch fiir j, — 1 korrekt sind.

"Die Darstellung hat im folgenden eine etwas andere Reihenfolge, als die in der Vorlesung, ist aber genauso méglich. Dies gibt
einen Eindruck davon, wie man vorgehen kann, wenn man die (lokale) Eichinvarianz-Forderung nicht an den Anfang stellt, wie das
auch eher der historischen Entwicklung entspricht.
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5. Bewegung im elektromagnetischen Feld

Quantenmechanisch werden x und p zu Operatoren erhoben. In der Ortsdarstellung ist p = —iAV und es
ergibt sich die Schrodinger-Gleichung

ihe 2

(V-AX, 1) +Ax,1) - V) + ¢ 2A2(x, 1)+ ed(x, 1) | Y(X,1). (5.3.109)
2mc

. n?
no(x,t) = 2mA + T~
Man konnte sich hier fragen, warum der kanonische und nicht der kinetische Impuls bei der Quantisierung
Bestandteil des Kommutators [x;, p;] = ifd;; wird. Wir konnen uns aber dann leicht davon iiberzeugen,
dass das klassische Feld A mit dem Ortsoperator kommutiert und somit kein Unterschied zwischen den
beiden Moglichkeiten verbleibt. Die Addition des Vektorpotentials zu p lafit sich tiberdies auch als Trans-
lation im Impulsraum um einen (lokal festgelegten) Wert auffassen, welcher also lediglich die Zeit und
den Ortsoperator beinhaltet, und der Kommutator muf} grundsitzlich invariant unter diesen sein, so wie
es die Heisenberg-Algebra auch vorgibt. Die Schrodinger-Gleichung (5.3.109) 146t sich mit Hilfe von

V-AK DY, 1) = U(x, D[V - Ax, )] + A, 1) - Vi(x, 1) (5.3.110)

durch Fixierung in Coulomb-Eichung, V - A(x,#) = 0 (Feld transversal zur rdumlichen Anderung), ver-
einfachen zur

Schrodinger-Gleichung eines geladenen Teilchens im e.m. Feld,

n? ihe &
oy =|-—A+ —A-V
thow 2m * mc * 2mc?

A +ep|y. (5.3.111)

Diese Gleichung beschreibt wie zuvor die Dynamik des durch ¢ beschriebenen Teilchens im Rahmen
der Quantenmechanik, jetzt angekoppelt an ein duleres elektromagnetisches Feld, welches in Form des
skalaren und vektoriellen Eichpotentials, (¢,A), letzteres in Coulomb-Eichung eingeht, in verschiedenen
Termen, welche, in unserer bisherigen Sprechweise, skalare, nur Feld, aber auch impulsabhingige Poten-
tiale darstellen. Diese Ankopplung wird quantitativ durch die Kopplungskonstante e, also die elektrische
Ladung des Teilchens, bestimmt.

5.3.2. Magnetische Momente und Pauli-Gleichung

Als konkrete Anwendung der oben eingefiihrten Schrodinger-Gleichung diskutieren wir zunéchst das
magnetische Moment des geladenen Teilchens. Wir erinnern uns, dass im Rahmen der Multipolentwick-
lung in der Elektrodynamik Wechselwirkungen zwischen statischen wie dynamischen Ladungsverteilun-
gen und dem elektromagnetischen Feld durch Ladungen, Dipolmomente und hohere Multipolmomente
beschrieben werden. Hier wollen wir unser Augenmerk auf das Dipolmoment des Teilchens setzen, wel-
ches linear und in Form eines Skalarprodukts an das Magnetfeld koppelt. Dazu nehmen wir ein konstantes
B-Feld an, d.h. das Vektorpotential ist gegeben durch

1
A=-S(xxB), (5.3.112)

so dass
VxA=B. (5.3.113)
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5.3. Kopplung an das elektromagnetische Feld

Damit konnen wir den zweiten Term des obigen Hamilton-Operators schreiben als

17kl—e(A -V = llh—e(B X X) - Vi
mc 2 mc
= 1h—eB -(xx V)y
2mc
e
=——B-L
2mc v
= _”Bahn . Bw . (5.3.114)

Hpan = (e/2mc)L stellt also das magnetische Moment fiir den Bahndrehimpuls dar, wie wir es bei der
Diskussion des Stern-Gerlach-Experiment bereits vorweggenommen hatten. Man schreibt

_ M8

eh
HBahn = 7 L, MB = 7—

= = Bohrsches Magneton . (5.3.115)
2mc

Unsere Herleitung basiert jedoch auf der Annahme eines konstanten, homogenen Magnetfelds. Dariiber-
hinaus ist zu beachten:

o Fiir B = B(z) ergeben sich hohere Korrekturen zum Term —pg,,,,, - B ¢ entsprechend der Multipol-
entwicklung der Elektrodynamik.

e Der quadratische Term (€%/2mc*)A? ist in der Regel, d.h. fiir hinreichend schwache Feldstirken,
relativ zu —ug,;,, - B vernachléssigbar.

e —(up/h)L - B ist der Bahndrehimpuls-Beitrag zum Paramagnetismus® (v, > 0), (¢?/2mc*)A? der
Beitrag zum (Langevin) Diamagnetismus (y; < 0),

e’ é? é? B=Be, ¢’B’
A%y = xBYy = — (X*B* - [xxBP)y = —F+y)w. (53116
S AW = oS (X By = o (CBP - X xBE)y = (P ( )
Wir vergleichen die Grolenordnungen:
2 2 2 2 BZ eazB B
c/@Bme)or +y 0B eB @ B3 109 BGauss™, (5.3.117)

e/@meXLyB  4hc  Aeldd

wobei wir (x*) = (y*) ~ a2 und (L.) ~ i genihert haben. Fiir typische Felder der Stirke B ~ 10°
Gauss ist dieses Verhiltnis noch klein.

Unsere bisherige Betrachtung beriicksichtigt nur die Orts- und Impulsfreiheitsgrade eines Teilchens. Wir
haben allerdings festgestellt, dass Teilchen mit Spin noch weitere Freiheitsgrade besitzen. Diese Frei-
heitsgrade verhalten sich mathematisch wie die Freiheitsgrade eines inneren Drehimpulses. Dass diese
auch physikalisch einen Drehimpuls darstellen, zeigt sich daran, dass der Spin eine weitere Quelle des
magnetischen Moments liefert,

. MB
M= Hgang t Hspin s MU flgyy = g;S, (5.3.118)

mit dem Bohr-Magneton ug, (5.3.115), und dem sogenannten gyromagnetischen oder Landé-Faktor g
als zusitzliche multiplikative Konstante. Die Form des Kopplungsterms (5.3.118) ist aus entsprechend
der Dipol-Kopplung in der Multipolentwicklung naheliegend und, wie etwa durch das Stern-Gerlach-
Experiment, auch empirisch untermauert. In der nicht-relativistischen Quantenmechanik ist diese Form

8 Fiir Xr > 0ist gy = 1 4+ ¢ > 1 (Paramagnetismus), wihrend fiir ;. < 0 folgt, dass g < 1 (Diamagnetismus).
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5. Bewegung im elektromagnetischen Feld

allerdings nicht mehr als ein plausibles Postulat, das nicht a priori herzuleiten ist. Insbesondere g nicht
von vorneherein festgelegt und stellt in der nicht-relativistischen Quantenmechanik einen phianomenolo-
gischen Parameter dar. Experimentall beobachtet man fiir Elektronen g = 2.

Die relativistisch-quantenmechanische Dirac-Theorie des Spin-1/2-Teilchens gestattet die Herleitung die-
ses Spin-magnetischen Moments fiir Elektronen aus der relativistischen Version der Schrodinger-Gleichung,
der Dirac-Gleichung. Dies ergibt zunichst g = 2, in guter Ubereinstimmung mit dem Stern-Gerlach-
Experiment. Im nicht-relativistischen Limes resultiert, aus der Dirac-Gleichung, eine zweikomponentige
Schrodinger-Gleichung fiir ein Spin-1/2-Teilchen im elektromagnetischen Feld, die

Pauli-Gleichung

. Ui (X, 1) n? HB e 2
n . NN A
o (t/u(x, t)) [ mt T B gt e

AN TRCN)
1(@”—) UBO B(x,//,(x,t))’ (5.3.119)

wofiir wir S = fio-/2 eingesetzt haben und worin . die sogen. oberen (unteren) Komponenten des Pauli
4-er Spinors sind, jeweils 2-Spinoren.

Bemerkungen:
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In der Quantenelektrodynamik (QED) ergeben sich hohere Korrekturen zu g, welche sich pertur-
bativ als (asymptotische) Potenzreihe in @ schreiben lassen:

3

2 3
g~2 1+23—0,32(3) +1,18(C—Y) +.., (5.3.120)
JT Vs T

mit der Feinstrukturkonstante @ = e?/hc. Experimentell ist das anomale magnetische Moment
ae = (ge- — 2)/2 aktuell bis zur 12. Stelle hinter dem Komma bekannt [38],

ae = 0,001 159652 18059(13). (5.3.121)
QED-Korrekturen wurden bis zur Ordnung o’ berechnet [39, 40],

al) = 0,001 159 652 181 643(764) . (5.3.122)

Fiir das Proton ist das Magneton
eh

2mpc

fp = 5— (= ) (5.3.123)

definiert, worin m;, ~ 1.6726 - 10~*"kg die Protonenmasse ist. Daher ist
dp = 107 pp (5.3.124)

nur etwa 1/1000 des e”-Magnetons. Das gyromagnetische Verhiltnis des stark wechselwirkenden

Protons ist
8 =56 (5.3.125)
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e Fiir Neutronen ist

S
oy = =384 (5.3.126)

mit dem Magneton p, = efi/2m,C. Fir Deuterium ist up = 0,86 u, das heifit up =~ p, + p,.
Die Spins im Deuteron sind parallel (Spin 1). Fiir antiparallele Spins (Singulett) gibt es keinen
Bindungszustand.

Beispiel: Eine wichtige Anwendung des magnetischen Moments stellt der normale Zeeman-Effekt dar,
der die Aufhebung der Energie-Degenerierung im Wasserstoffatom beim Anlegen eines dufleren Feldes
beschreibt. Er wird in Abschnitt 6.3.1 behandelt werden.

5.3.3. Lokale Eichinvarianz und kovariante Ableitung

Aus der klassischen Elektrodynamik wissen wir, dass E- und B-Felder invariant sind unter einer soge-
nannten Eichtransformation,

Ax, 1) = A'(x,1) = Ax, 1) + VAKX, 1), (5.3.127)

1
X, 1) = ¢'(X, 1) = $(X,1) = O AX,1). (5.3.128)
c
Insbesondere sind die Maxwell-Gleichungen sowie die klassische Lorentzkraft,

F= E(VXB)+eE, (5.3.129)

eichinvariant. Wie oben diskutiert, tragen in der Quantenmechanik A und ¢ zu Potential-Termen in der
Schrodinger-Gleichung bei:

ihO(x, 1) = [ﬁ (—ihV - SA(X, r))z +ed(x, r)] WX, 1). (5.3.130)

Die Schrodinger-Gleichung beschreibt in dieser Form die Dynamik eines geladenen Teilchens in Ankopp-
lung an das elektromagnetische Feld. Sie macht keine Aussage iiber die Dynamik der Eichfelder bzw. der
elektromagnetischen Felder selbst, wofiir die homogenen wie inhomogenen Maxwellgleichungen sorgen.
Zu letzteren tragen auf der rechten Seite die Dichte und Stromdichte der geladenen, bewegten Teilchen
bei, welche sich aus den Losungen der Schrodinger-Gleichung mit Hilfe von (2.3.69) bzw. (2.3.76) erge-
ben. Erst das gekoppelte System aus Maxwell- und Schrodinger-Gleichung beschreibt die volle Dynamik
der sich im elektromagnetischen Feld bewegenden Ladungen.

Um jetzt sicherzustellen, dass auch die Schrodinger-Gleichung physikalisch eindeutige, d.h., eichinva-
riante Losungen besitzt, fordern wir, dass sie eine eichunabhingige Form annimmt. Dies erzwingt eine
Transformation der Wellenfunktion unter (5.3.127), (5.3.128),

Y(x, 1) = ' (x,1), (5.3.131)

welche so zu wihlen ist, dass die Schrodinger-Gleichung (5.3.130) nach Eichtransformation ihre Form
behilt,

how (x, 1) = [ﬁ (—ihV - EA'(X, r))2 + e (X, t)] W (x,10). (5.3.132)

Setzen wir hier die Eichtransformation (5.3.127), (5.3.128) ein, so folgt, dass

(_ e , 1 (. e e z
ihd; — ed(x, 1) + —0,A(X, l))l// x,1) = — (—1hV - —A(x,1) — —-VA(X, t)) Y'(x,1), (5.3.133)
c 2m c c
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5. Bewegung im elektromagnetischen Feld

fiir jede beliebige Wahl der Eichfelder A(x, #) und ¢(x, f), der Wellenfunktion (X, f) und der Funktion
A(x, t) erfiillt sein muss. Wir finden, dass die Gleichung genau dann invariant ist, wenn

Cihd,y, (5.3.134)

(iha, + g(a,A))w'

2 2
(—ihV ~CAG D) - SVAGK, t)) o C(—ihV - fA) u, VA, (5.3.135)
C C C

mit einer unbestimmten Konstante C. Die Losung der ersten Gleichung lautet

W(x, 1) = el @MONEDy(x 1) | (5.3.136)
denn .
(iha, + -a,A) W = ONSDiRA (k. p) (5.3.137)
C
Damit gilt auch
(—ihV - EVA)W = iAW)y, (5.3.138)
C

womit die zweite Bedingung erfiillt ist. Unter der kombinierten

Eichtransformation
Ax, 1) = A'(x,1) = A(x,1) + VA(X, 1), (5.3.139)
(X, 1) = ¢'(X,1) = (X, 1) — %a,A(x, 0, (5.3.140)
WX, 1) = @' (x, 1) = e TNy (x 1) (5.3.141)

ist demnach die Schrodinger-Gleichung invariant,

o = HA, oW  —  ihdy’ = HA, )W . (5.3.142)

Umgekehrt konnen wir auf diese Weise folgern, dass die Forderung nach lokaler Eichinvarianz der
Schrodinger-Gleichung automatisch zur bekannten Kopplung an das elektromagnetische Feld fiihrt: Wir
betrachten hierzu zunichst die freie Schrodinger-Gleichung

" 1
hO(X, 1) = ——AW(X, 1) = — (—ihV)*Y(x,1). (5.3.143)
2m 2m
Die freie Schrodinger-Gleichung ist invariant unter einer globalen Phasentransformation

U(x, 1) — ' (X, 1) = e“t,b(x, 1, A € R konstant, (5.3.144)

also !
oy = —(—ihV)?y/' . (5.3.145)
2m

Dies stellt eine U(1)-Symmetrietransformation dar, wobei U(1) die Lie-Gruppe der unitiren 1x1-Matrizen
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ist,

Ul)={ceCl=C|cfe=1}
={ceClld=1}. (5.3.146)
Da A konstant ist, spricht man von einer globalen Symmetrie. Wir erinnern uns, dass die globale U(1)-

Symmetrie der Schrodingergleichung gemél des Noether-Theorems einen erhalten Strom zur Folge hat,
s. Abschnitt 2.3, d.h., dann die Kontinuititsgleichung fiir Wahrscheinlichkeitsdichte und -strom gilt.

Wir fragen uns, was geschieht, wenn wir fordern, dass die Dynamik, anstatt nur diese globale U(1)-
Symmetrie aufzuweisen, invariant unter einer beliebigen, ortsabhéngigen Phasentransformation ist,

W (x,1) = e¥AEDy(x, 1), g€R. (5.3.147)

Im Falle eines solchen ortsabhingigen “Winkels” A = A(X,?) spricht man von einer lokalen Symme-
trie oder auch einer Eichsymmetrie. Sie erlaubt, lokal die Phase festzulegen, d.h. sie zu eichen, und die
Ableitungen des solchermafen geeichten Feldes berechnen sich zu

A (x,1) = ¥ (9, +igd, AW (x,1) (5.3.148)
und
V' (x, 1) = ANV 4 igVAX, D(X, 1) . (5.3.149)

Die Schrodinger-Gleichung in ihrer urspriinglichen Form (5.3.143) ist also nicht invariant unter einer
lokalen U(1)-Transformation. Wir konnen allerdings eine invariante Schrodinger-Gleichung konstruieren,
indem wir — im einfachsten Fall — g, und dx = V durch die sogen. eichkovarianten Differentialoperatoren
D, und Dy ersetzen, mit den lokalen U(1)-Transformationseigenschaften

U: Dux, 1) — (D, 1) =e " Duy(x,1),
U: Daw(x, 1) — (Dp(x, 1)) = " DDu(x,1). (5.3.150)

Beachte, dass aus der zweiten Gleichung insbesondere folgt, dass auch
(Dw(x, 1) =) Dly(x,1). (5.3.151)

Wenn wir 0; und dx durch D, und Dy mit obigem Transformationsverhalten ersetzen, konnen wir auf
beiden Seiten den durch die Eichtransformation eingefiigten Faktor e *? kiirzen und erhalten somit
eine invariante Gleichung.

Was sind diese kovarianten Ableitungen? Wir konstruieren zunichst D,: Aus (5.3.148) schlieBen wir,
dass wir zu 9, eine Grof3e addieren miissen, die ihrerseits unter einer Eichtransformation transformiert.
Das fiihrt uns auf den Ansatz

D, =0, +iga(x, 1), (5.3.152)

wobei unter der U(1)-Transformation gelten muss, dass

U: oXx0 - dXx1)=aXx1)-0AX1). (5.3.153)
Auf die gleiche Weise erhalten wir
Dy = 0k +igB(X, 1) (5.3.154)
mit
U: B, 1) - B x1)=px1-VAKXTI). (5.3.155)
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Die so definierten Differentialoperatoren erfiillen die Bedingung (5.3.150). Die eichinvariante Schro-
dingergleichung lautet deshalb

MDY(X, 1) = %(—ih@x)zw(x, 7). (5.3.156)

Die Einfithrung der Felder a(x, f) und B(x, f), welche lokale Freiheitsgrade darstellen, kann fiir die Dyna-
mik nicht folgenlos bleiben. Tatsdchlich sieht man, dass (5.3.156) genau die Bewegung eines geladenen
Teilchens im elektromagnetischen Feld beschreibt, falls wir die folgende Identifikation durchfiihren,

g= % ax,0) = co(x, 1), Bx1) = —-AX,1), (5.3.157)

womit (5.3.156) die Form (5.3.130) annimmt. Fassen wir also zusammen:

e Die Kopplung an das elektromagnetische Feld folgr aus der lokalen Eichung der globalen U(1)-
Symmetrie der Schrédinger-Gleichung. Elektromagnetismus ist daher eine U(1)-Eichtheorie.

e Die GroBen D, und Dy heiBen kovariante Ableitungen, weil D, so transformiert wie .

Die Erkenntnis, dass die Eichung einer globalen Symmetrie zur Beschreibung einer Kraft fiihrt, ist von
tiberragender Bedeutung fiir die Formulierung der modernen Physik. Tatséchlich konnen alle vier Grund-
krifte in der Natur aus diesem Eichprinzip gewonnen werden. Neben der U(1)-Symmetrie, welche zur
Elektrodynamik und damit zu den elektromagnetischen Feldern, welche die Krifte zwischen gelade-
nen Teilchen beschreiben, sind die Eichgruppen der iibrigen drei Krifte sind hierbei die folgenden Lie-
Gruppen:

schwache Kernkraft < Eichgruppe SU(2)
starke Kernkraft < Eichgruppe SU(3)
Gravitation < Eichgruppe SL(2,C)

Insbesondere ist die Eichgruppe des Standardmodells der Teilchenphysik, welches den Elektromagnetis-
mus sowie die schwache und starke Kraft beschreibt, das direkte oder Tensorprodukt SU(3)xSU(2)xU(1).

Wir schlieen dieses Kapitel mit drei weiterfilhrenden Bemerkungen zu den Implikationen der U(1)-
Symmetrie des Elektromagnetismus:

e Die globale U(1)-Symmetrie der freien Schrodinger-Gleichung (5.3.143) impliziert, als Aussa-
ge des Noether-Theorems (Emmy Noether, 1918 [23, 24]), eine lokale Erhaltungsgrofie — den
Wahrscheinlichkeits-4er-Strom j(x, 1) = (o(X, 1), j(X, 1)), welcher der Kontiuititsgleichung, d, j* =
0, also

0,0 = Vj (5.3.158)

gentiigt, bzw. die (global) erhaltene Ladung Q = e f d*x p(x, 1), welche in der hier diskutierten Ein-
Teilchen-Quantenmechanik der erhaltenen Norm der Wellenfunktion entspricht. Die aus der konti-
nuierlichen U(1)-Symmetrie folgende Erhaltungsgrofie Q bezeichnet man daher auch als Noether-
Ladung.

¢ Additive vs. multiplikative ErhaltungsgroBen: Kontinuierliche Symmetrien fithren aufgrund des
Noether-Theorems also zu lokalen bzw., integriert iiber den Raum, globalen Erhaltungsgrofen.
Diese bezeichnet man i. allg. als additive ErhaltungsgroBen, da sie “im Exponenten stehen’: Der
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Generator etwa der U(1)-Transformation, (5.3.147), ist proportional zur Ladung e des Teilchens,
der Generator der rdumlichen Translation, (1.7.161) bzw. (1.7.186), proportional zum Impuls des
Teilchens. Die U(1)-Symmetrie impliziert die Erhaltung einer globalen Ladung, die Translations-
invarianz im Raum impliziert die Erhaltung des globalen Impulses, welche in dynamischen Prozes-
sen, welche die jeweilige Symmetrie nicht verletzen, erhalten sein miissen. Da man beliebige sol-
che Generatoren kombinieren konnen, addieren sich die entsprechenden Erhaltungsgrofien. Weitere
Beispiele sind der Drehimpuls, der Spin, in der Teilchenphysik die Baryonzahl oder der Isospin.

Im Gegensatz dazu werden in der Teilchenphysik sogen. multiplikative Erhaltungsgrofien dis-
kutiert, welche die Folge diskreter Symmetrien sind. Hierzu gehoren insbesondere die Paritits-
transformation, welche Vektoren am Ursprung spiegelt, P : x — —X, die Ladungskonjugation,
C : g — —q, oder die Zeitumkehr, T : t — —t. Ist ein System unter einer oder mehreren dieser
Transformationen invariant, folgen daraus ErhaltungsgroBen, welche die Wellenfunktion jeweils
multiplizieren. Beispielsweise ist die Eigenparitit eines Eigenzustands des Bahndrehimpulsopera-
tors (—1)!, entsprechend Piy,,(X) = ¥im(—X) = (=1, (x).

Auch die lokale U(1)-Eichsymmetrie entspricht einem erhaltenen Strom, den man entsprechend
der globalen Variante mit Hilfe der kovarianten Ableitungen konstruiert,

Dipo=Dx"j, (5.3.159)
mit

p =P, (5.3.160)

in
i= 5, 0D - (Ow)v]
m

i
21— [0V — (VW] + — Ay (5.3.161)
m mc

Im klassischen Elektromagnetismus sind nur die Feldstirken E und B beobachtbar, das skalare Po-
tential ¢ sowie das Vektorpotential A erscheinen nur als HilfsgroBen zur Definition von E und B. In
dhnlicher Weise ist die globale Phase einer Wellenfunktion von keiner physikalischen Bedeutung,
da sie bei der Bestimmung der Wahrscheinlichkeitsdichte herausfillt. Dennoch spielen Phasen eine
wesentliche Rolle, als relative Phasen zwischen verschiedenen “Bestandteilen” der Wellenfunktion,
d.h. in Superpositionen, welche dann in Interferenzphdnomenen sichtbar werden. Das Aharonov-
Bohm-Experiment, welches wir noch etwas genauer im folgenden Abschnitt diskutieren, zeigt, dass
zu diesen relativen Phasen aufgrund der lokalen Eichsymmetrie auch das eichvariante Vektorpo-
tential A beitragen und somit zumindest seine Auswirkung experimentell gemessen werden kann —
allerdings letztlich auch nur mittels einer eichinvarianten Observable.

Magnetische Monopole: Aus der klassischen Elektrodynamik wissen wir, dass die elektromagne-
tischen Gleichungen eine symmetrische Form annehmen, wenn magnetische Monopole existieren
wiirden. Solche Monopole wurden bislang jedoch empirisch nicht beobachtet. Falls sie jedoch exi-
stieren sollten, so folgt in der Quantenmechanik aus der Eichtransformation der Wellenfunktion die
Quantisierung der elektrischen Elementarladung in Einheiten der magnetischen Monopol-Ladung.
Dieser Dirac-Monopol-Effekt wird z.B in Sakurai, Kapitel 2.6 besprochen [37].
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5. Bewegung im elektromagnetischen Feld

5.4. Topologische Effekte in der Quantenmechanik

Zum Schluf} dieses Kapitels wollen wir noch zwei interessante Aspekte der Kopplung quantenmechani-
scher Teilchen an das elektromagnetische Feld besprechen, welche nichttriviale topologische Eigenschaf-
ten des Raums widerspiegeln.

5.4.1. Aharonov-Bohm Effekt

Wir betrachten eine unendlich lange stromdurchflossene Spule, innerhalb derer ein zeitlich konstantes
Magnetfeld herrscht, welches auBlerhalb der Spule verschwindet.

Abbildung 5.2.: Magnetfeld innerhalb unendlich langer Spule und Wegintegral durch ein Gebiet auf3er-
halb der Spule.

AuBerhalb kann man das Vektorpotential also als Gradientenfeld wéhlen, welches wir mit dem Gradienten
des Felds A(x, ¢) identifizieren,

A =VA, = B=VxA=0. (5.4.162)

A ist in dieser Form eine sogen. “reine Fichung”. Das Phasenfeld A bestimmt sich daraus mittels des
Wegintegrals

A(X) = f "ds- A(s) (5.4.163)

von einem festen Aufpunkt xy zum Argument x des Felds entlang eines Wegs auflerhalb der Spule, damit
tiberall entlang des Wegs das Vektorpotential eine reine Eichung darstellt. Wie aus der Elektrodynamik
bekannt ist, hingt das Wegintegral nur von Anfangs- und Endpunkt ab, aber nicht vom genauen Ver-
lauf des Wegs. Die Wellenfunktion eines geladenen Teilchens auBlerhalb der Spule ist dann durch die
Schrodinger-Gleichung (5.3.130) bestimmt, und da A eine reine Eichung ist, 146t sich das Feld mittels
einer Eichtransformation in die Phase der Wellenfunktion verschieben,

2
ho' (x,1) = —h—V2w’(x, 1). (5.4.164)
2m
mit ) .
W (X, 1) = Y(x, 1) exp [%f ds - A(s)} s (5.4.165)

wobei wir das elektrische Feld gleich Null gesetzt haben, d.h. ® = 0.

Diese Aharonov-Bohm-Phase wurde im Aharonov-Bohm-Interferenzexperiment gemessen.
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Abbildung 5.3.: Aharonov-Bohm Interferenzexperiment: Die Elektronen bewegen sich von der Quelle
durch den Doppelspalt zum Schirm, wo sie ein Interferenz-Streifenmuster erzeugen. Da-
bei konnen sie nicht in den Bereich des Magnetfelds eindringen. Aufgrund der vom B-
Feld induzierten AB-Phase wird das Interferenzmuster jedoch, abhéngig von der Stirke
des magnetischen Flusses ®p verschoben.

Am Punkt x auf dem Schirm ist die Wellenfunktion durch
WaB(X) = Y1 o(x) /MO S IAG ) ((x) ile/h) fy dsA) (5.4.166)

gegeben, wobei ;o die Wellenfunktion bei x bezeichnet, die dort ohne Magnetfeld, B = 0, und bei
geschlossenem Spalt 3 — i vorliegen wiirde. Die Superposition von ¢ o und ¢ o erzeugt das Doppelspalt-
Interferenzmuster, welches dann aufgrund der relativen AB-Phase zwischen den Wegen 1 und 2,

fds-A(s)— fds~A(s) :95 ds - A(s) = f df - rotA(s) = Op, (5.4.167)
1 2 A A

verschoben wird. A bezeichnet hier eine Fliche, welche die zentrale Blende mit der Spule einschlief3t
und vom Weg 0A umrandet wird, welcher der Differenz der Wege 1 und 2 entspricht, aber so defor-
miert werden kann, dass er zwar noch durch beide Spalte verlduft aber die Spule eng umfassen kann.
Der relative AB-Phasenwinkel entspricht also dem magnetischen Flul @5 durch das Spuleninnere, wel-
cher somit in Abhingigkeit von der eichunabhingigen Magnetfeldstirke B die Verschiebung des AB-
Interferenzmusters bestimmt,

Yan(X) = [1.0) €M 4y o(x) | ) LIAS (5.4.168)

Die Interferenzstreifen lassen sich also durch Variation von B und somit ®p verschieben, obwohl die
Elektronen nicht in den Raumbereich nichtverschwindenden Magnetfelds eindringen konnen. Dies nennt
man den Aharonov-Bohm-Effekt [41]. Die charakteristische FluBeinheit ist durch

2nhc
e

20, = =4,135- 1077 Gauss m? (5.4.169)

bestimmt. Ein erster experimenteller Nachweis gelang Chambers 1960 [42].°.

Bemerkungen: Gewohnlich wird aus dem AB-Interferenzeffekt geschlossen, dass in der Quantenmecha-
nik nicht die elektromagnetischen Felder E und B, sondern die Eichfelder ¢ und A die fundamentalen
seien, und dass es erst der Quantenmechanik bediirfe, um diese konkret meBbar zu machen. Hierzu ist
noch folgendes anzumerken:

o Letztlich ist es korrekt, dass ohne Quantenmechanik Elektron-interferenzen hinter dem AB-modifi-

97Zu Detailfragen hinsichtlich der Interpretation siehe auch H. Boersch et al. (1961) [43]
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5. Bewegung im elektromagnetischen Feld

zierten Doppelspalt nicht auftreten wiirden, da diese ein Wellenphdnomen darstellen. Die Verschie-
bung des Musters héingt jedoch von @ und damit vom eichinvarianten Magnetfeld B ab.

o Eslift sich argumentieren [44], dass sich die oben berechnete AB-Phase auch aus klassischer Sicht
messen lassen sollte, insbesondere aufgrund der Tatsache, dass das sich bewegende Elektron ein
B-Feld erzeugt, das einen Induktionspuls in dem Solenoid auslost. Es sollte also einen Energie-
und Impulsiibertrag auf die Spule geben, welcher durch Nachregulieren des Stroms kompensiert
werden (muss) bzw. durch einen unrealistischen unendlich langen Magneten irrelevant gemacht
werden muss. In den entsprechenden Ausdriicken fiir Energiepulse etc. treten ebenfalls die iib-
lichen AB-Wegintegrale tiber A auf, wie in der klassischen Lagrange-Formulierung iiblich und
elegant moglich ist, wihrend nur eichinvariante Felder in die MeBgrofen eingehen. Es scheint da-
her miifig dariiber zu diskutieren, ob (¢, A) oder (E, B) fundamentaler sind. Erstere sind insofern
fundamentaler, als sie den Zusammenhang des Raums charakterisieren. Das Prinzip der lokalen
Eichinvarianz macht aus einer Theorie zunichst freier Teilchen eine wechselwirkender Entitéten.
Dabei liegt allerdings die Relevanz des Eichprinzips nicht in der (eichabhidngigen) Generierung des
Wechselwirkungsterms ~ eAy, sondern in der empirisch untermauerten Tatsache der Aquivalenz
der Ladungen in den Feld- und Bewegungsgleichungen. Unterschiedliche Kopplungen von Elek-
tronen und Muonen an das elektromagnetische Feld sind prinzipiell nicht ausgeschlossen!

Fundamental fiir topologische Phinomene, wie den AB-Effekt sind ebenfalls nicht die Eichpo-
tentiale selbst, sondern nur Aquivalenzklassen von Potentialen, sogen. Holonomien: Im Fall des
AB-Effekts sind die Wegintegrale weitgehend unabhingig vom konkreten Weg, solange sie durch
denselben Spalt verlaufen. Insofern charakterisieren die entsprechenden Aquivalenzklassen ver-
schiedene Wege mit gleichem Wegintegral den zweifachen Zusammenhang des Raums um den
Solenoid.

Die Quantenmechanik wird heute aufgrund ihrer grundlegenden Entitét, der Wellenfunktion, als
nicht-lokal aufgefaBt.!” Sie ist dadurch in der Lage, die nichtlokalen Zusammenhangseigenschaf-
ten des Raums um den Solenoid in einem Interferenzsignal sichtbar zu machen. Aus dieser geome-
trischen Sichtweise erscheinen die klassische Elektrodynamik und die Quanten-Wellenmechanik
im AB-Versuchsaufbau kaum noch trennbar: Einerseits gibt es im Prinzip klassisch meB3bare Si-
gnale der Holonomie, andererseits fiihrt das Aquivalenzprinzip in einer Quantentheorie geladener
Teilchen unmittelbar auf Welleninterferenz-Effekte als Observable der nichttrivialen Raumstruktur.

SQUIDs (Superconducting Quantum-Interference Devices sind heute aus der Magnetfeldsensorik
nicht mehr wegzudenken (z.B. in der MEG, MKG sowie Magnetresonanztomographie in der Medi-
zintechnik): Der Strom durch zwei parallel geschaltete Supraleiter, unterbrochen jeweils durch einen
Josephson-tunnelkontakt, ist aufgrund quantenmechanischer Interferenzen proportional zu | cos(m® g/ Dy)|,
wobei ®p den magnetischen Flul durch den Ring bezeichnet:

Abbildung 5.4.: SQUID.

108, dazu auch Kap. 9.
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5.4. Topologische Effekte in der Quantenmechanik

FluBquantisierung in Supraleitern, der Meissner-Effekt (beschreibbar mit Hilfe einer effektiven Photon-
Masse aufgrund des Anderson-Higgs-Mechanismus) sowie Abrikosov-Vortizes in Supraleitern und Su-
prafluiden haben denselben Ursprung wie die Aharonov-Bohm-Phase ~ ®@p.

Freie Elektronen im Magnetfeld zeigen sogen. Landau-Niveaus, d.h. quantisierte zyklische Bewegung
(— Ubungen).

5.4.2. SO(3) versus SU(2) und Berry-Phasen*

In der folgenden mathematischen Ergéinzung wollen wir noch auf eine wichtige Subtilitit hinweisen,
nidmlich den Unterschied zwischen der Drehgruppe SO(3) und ihrer sogenannten doppelten Uberlage-
rungsgruppe SU(2). Wir erinnern daran, dass jedes Element g € SO(3) ist charakterisiert durch 3 Pa-
rameter, z.B. Drehachse entsprechend Einheitsvektor 7 sowie Drehwinkel 0 < @ < m, wobei (i, =
) und (-, = m) zu identifizieren sind. Wir betrachten nun eine solche Drehung g in (s = 1/2)-
Spinordarstellung:

D(g) = Uy = e”1/MatS - iz (5.4.170)
Explizit ergibt sich (7 = n/|n] = na™")

cos & —ifzsin§  —i(Ay —iAy)sin %) (5.4.171)

a a
Up=1 cos(—)—iﬁ~o- sin(—): o2 0 L
n 2 2 ( ) 2 —i(A; +ify)sin g cos § +ifz sin 5

Es tiberpriift sich leicht, dass die Darstellung unitér ist, U,t- U, = 15, und dass ihre Determinante det U,, =
1 ist. Gleichzeitig stellen wir etwas Seltsames fest:

Upr - Upr = ﬁ,27r=(_01 _01). (5.4.172)

Eine Rotation im R3 um 27 sollte dem Eins-Element der SO(3) entsprechen. Uj, », ist jedoch keine Dar-
stellung der 1503).

Die oben verwendete Konstruktion der Darstellung einer Drehung beruht auf den Eigenschaften der Lie-
Algebra so(3) von SO(3). Dies fiihrt auf Darstellungen fiir infinitesimale Drehungen. Die s = (2Z + 1)/2,
also halbzahligen Darstellungen, liefern jedoch, ,hoch integriert”, keine Darstellungen der Lie-Gruppe
SO(3). Vielmehr parametrisiert 0 < @ < 27 zusammen mit den Paulimatrizen die Lie-Gruppe SU(2):

SUQ) ={U e C?*|UTU = 1,det U = 1} (5.4.173)
— Die Pauli-Matrizen sind Generatoren der SU(2), nicht der SO(3)!

— s0(3) und s1(2) haben dieselben Strukturkonstanten und sind daher isomorph zueinander.

— Fir endliche Drehungen gilt: Vg € SO(3) 32 Elemente U, -U € SU(2). Man sagt: SU(2) liefert
eine zweifache Uberdeckung der SO(3).

Topologische Aquivalenzen:

Da sich jede komplexe, unitidre 2 X 2-Matrix parametrisieren a6t als

wa (3 2

a,beC:la? + b = } (5.4.174)
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5. Bewegung im elektromagnetischen Feld

ist SU(2) = S3, d.h., einer 3-Sphire im R* topologisch dquivalent, denn
$3={w.xy.0 e R w + 2+ )2 + 7 =1}, (5.4.175)

worin man beispielsweise w = Rea,x = Ima,y = Reb,z = Imb wihlt. In dieser Darstellung ist
(1,0,0,0) das 1-Element der SO(3) und der SU(2), (-1, 0, 0, 0) entspricht einer 2r—Drehung in der SU(2),
dquivalent zu einer Parititstransformation, welche P ¢ SO(3) ist. Dieser ,,Stidpol* der 3-Sphire ist daher
ausgenommen in der entsprechenden Darstellung der SO(3), welche keine Paritétstransformation enthalt.
Man schreibt:

SO(3) = 83/, (5.4.176)

mit der diskreten Gruppe Z, = {1,—-1}.
Damit gilt auch:
SO@3) =SU?2)/Z,, (5.4.177)

d.h., SO(3) ist die Faktorgruppe der SU(2) beziiglich der Z;.

Allgemeine Drehungen von (s = 1/2)-Spinoren beinhalten demnach zusitzlich “Spin-Flips” o) —
—| o). Insbesondere muss daher jeder (s = 1/2)-Spinor, um jede beliebige Achse, um @ = 4x gedreht
werden um zu sich selbst zuriickzukehren. Die bei einer Drehung um o = 2r zusétzlich auftretende Phase
—1 = e'* = ¢!%/? ist eine sog. Berry-Phase (auch Geometrische Phase genannt) [45-47].

Wir bemerken noch, dass wir als alternative Darstellung der SO(3) auch die Drehungen K3 = {n €
R?| In| < 27} um die Achsen n = 7, mit Drehwinkeln 0 < o < 27 wihlen konnen. Eine Halbkugel der
in einer Drehung eines gegebenen Vektors um eine beliebige Achse 71 erreichten Vektoren ist in dieser
Darstellung der SO(3) identisch zur jeweils gegeniiberliegenden Halbkugel, erreicht bei Drehungen um
—n1. Dies gilt dagegen nicht fiir die SU(2), fiir die die Drehungen in der jeweils anderen Halbkugel zu
einem Minuszeichen fiihren.
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Mit dem in den bisherigen Kapiteln erlangten Handwerkszeug konnen wir die im Prinzip einen groflen
Teil aller quantenmechanischen Probleme bereits im Prinzip 16sen: Wir kennen die Grundprinzipien des
Hilbertraums und der darin enthaltenen Zustdnde, ihre Interpretation im Hinblicke auf experimentelle
Observable, sowie deren Dynamik, welche durch die Schrodinger-Gleichung festgelegt ist. Wir haben ge-
lernt, fiir gegebene Potentiale Symmetrien auszunutzen, um die Schrodinger-Gleichung in zielgerichteter
Weise 1osen zu konnen, in einer und mehr Dimensionnen, und die Prinzipien der Wahl von Basisfunk-
tionen aufgrund der vorliegenden Symmetrie konnen auch auf andere Spezialfille ausgedehnt werden.
Ein zentraler Schritt war zuletzt die volle Ankopplung geladener Teilchen an klassische elektromagneti-
sche Felder, womit wir in der Lage sind, die stationdren und dynamischen Eigenschaften zumindest von
einfachen Atomen zu berechnen. Eine Ubertragung dieser Vorgehensweisen auf komplexere Systeme er-
fordert dann in aller Regel schnell, von analytischen auf numerische Verfahren iiberzugehen, mit denen
die Losung in der Praxis schneller, wenn auch nicht unbedingt in aller Prézision und leicht moglich ist.

Vor diesem Hintergrund kommen wir allerdings nicht um die Tatsache herum, dass zum besseren Ver-
standnis komplexerer Situationen eine zumindest teilweise analytische weitere Vorgehensweise niitzlich
ist, insbesondere, wenn es darum geht, verschiedene Effekte und ihre Ursachen voneinander abgrenzen
zu wollen. Zum Beispiel werden wir im folgenden noch lernen, wie die zunéchst einfache Struktur des
Wasserstoff-Atoms aufgrund diverser Effekte der Kopplung der verschiedenen Freiheitsgrade in der Rea-
litdt systematisch komplexer ist, und wie man diese zunehmende Komplexitit giinstig charakterisiert.

Aus diesen recht allgemeinen Griinden sind wie schon in der klassischen Physik neben einer vollen nu-
merischen Behandlung Niherungsverfahren vonnéten und zumindest hilfreich fiir das tiefere Verstéindnis
der physikalischen Prozesse. Wie aus der Analysis bekannt ist es fiir die Anwendung von Niherungsver-
fahren in der Regel notig, dass eine “Trennung der Skalen” vorliegt, d.h., dass sich wesentliche Skalen,
also GroBenordnungen von Lingen, Energien, etc., welche die Physik des betrachteten Systems bestim-
men, deutlich voneinander unterscheiden. Wenn dies der Fall ist, so ergibt ein Quotient aus diesen einen
kleinen, dimensionslosen Parameter, 4 <« 1, welcher in einer Entwicklung nach Potenzen von A verwen-
det werden kann, die man dann in der Praxis bis zu einer bestimmten Ordnung berechnet.

Im folgenden wollen wir einige solche Niherungsverfahren kennenlernen, welche zentral fiir das Ver-
stdndnis quantenmechanischer Systeme sind, insbesondere die Rayleigh-Schrédinger Stérungstheorie
fir die Bestimmung von Korrekturen zu Eigenzustéinden eines Operators, die zeitabhingige Storungs-
theorie als Aquivalent fiir nicht-stationire Zeitentwicklungen, sowie, im nichsten Kapitel, die Feynman-
Pfadintegral-Darstellung von Matrixelementen von Operatoren, welche auch die Grundlage fiir die St6-
rungstheorie fiir Quantenfelder darstellt. AbschlieBend besprechen wir noch einige spezielle Verfahren,
welche Systeme nahe des Ubergangs zum klassischen Limes zu beschreiben erlauben.

6.1. Stationare (Rayleigh-Schrédinger) Storungstheorie

Die Rayleigh-Schrodinger Storungstheorie geht der zentralen Frage nach, wie sich ein System von Ei-
genzustinden eines Operators dndert, wenn man den Operator einer kleinen additiven Modifikation unter-
zieht. Wir werden sie nach einer Einfithrung verwenden, um die Aufspaltungen der atomaren Wasserstoff-
Linien unter der Kopplung von Bahndrehimpuls, Spin und weiteren Kriften zu bestimmen.
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6. Niherungsmethoden

6.1.1. Nicht degenerierter Fall

Bislang haben wir, z.B. im harmonischen Oszillator oder im Coulomb-Potential, eine Reihe von exakt
losbaren dynamischen Problemen kennengelernt: Dank der hohen Symmetrie des Problems war es mog-
lich, die exakten Eigenvektoren und Eigenwerte des Hamiltonoperators zu bestimmen. In realistischen
Problemen ist der Hamiltonian hierfiir in der Regel zu kompliziert. In diesem Fall existieren allerdings
Niherungsmethoden, die eine approximative Losung erlauben. Wir betrachten hierfiir einen Hamilton-
Operator der Form

H=H,+ AH, . (6.1.1)

Dabei bezeichnet Hj einen “ungestorten”” Hamilton-Operator mit (bekannter) Eigenbasis,
Ho|n") = EO[n) | (6.1.2)

und AH| einen “kleinen Stor-Term”. Wir behandeln hier A als einen freien Parameter der Theorie, gegeben
z.B. als eine Kopplungskonstante, die uns wie eine freie durchstimmbare Grofe eine Kontrolle iiber den
Grad der Abweichung von Hj erlaubt. Fiir kleine Werte von A geht die Dynamik dann in die durch die
ungestorte Schrodinger-Gleichung beschriebene iiber. Ferner behandeln wir zunéchst den Fall, dass Hy
ein nicht-degeneriertes Spektrum besitzt.

Wir sind nun daran interessiert, die Energieeigenwerte und die zugehorige Eigenbasis des modifizierten
Hamilton-Operators H zu bestimmen, also die stationdre Schrodinger-Gleichung,

Hin)=E,|n), (6.1.3)

zu 16sen. Dafiir nutzen wir den folgenden Ansatz: Wir entwickeln | n ) und E, als Storungsreihe in Poten-
zen von A um Ef,o) und | n° >,

E,=E9+AEV + 2PED + . = Z VEY (6.1.4)
=0
|n)=|n0>+/1|n1>+/12|n2>+...=Z/lj|nj>. (6.1.5)
j=0

Dies ist nur moglich, wenn sich | ) und |n°) quantitativ, aber auch qualitativ nur wenig unterscheiden,
denn wir behandeln A als freien Parameter mit lim,—o H = Ho. Zum Beispiel ist ein solcher Ansatz nicht
zuldssig, wenn sich die ungestorten und gestorten Energielevels Ef,o) und Efl') kreuzen (Level-crossing).

Abbildung 6.1.: Level-Crossing im Ubergang von ungestorten zu den gestorten Energie-Niveaus.

Dariiberhinaus kénnen Bindungszustinde eines Potentials in der Regel nicht auf diese Weise, “perturba-
tiv”” aus ungebundenen Zustinden etwa der freien Schrodinger-Gleichung konstruiert werden. Wir werden
spiter sehen, dass ein Bindungszustand Beitrdge in allen Ordnungen in AH; = V hat.

Mathematisch betrachtet ist die so bestimmte “Storungsreihe” nicht konvergent sondern allenfalls eine
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6.1. Stationire (Rayleigh-Schrédinger) Stérungstheorie

asymptotische Reihe:

m

FO =) ad + Ry () (6.1.6)
k=0
(R, . )
mit m( - )_o, Tim Ry, () = oo. 6.1.7)

Der zentrale Grund hierfiir ist, dass die “Kleinheit” von AH; nicht nur durch A < 1, sondern auch durch
die Struktur des Operators H; gegeben ist.

Einsetzen des oben gewihlten Ansatz in die Schrodinger-Gleichung ergibt
(Ho+ AHY) (|n® )+ A|n' )+ 22| n? ) + .. (6.1.8)
= (B + AED + PEQ + . ) (|n° )+ a|n' )+ 22 |n?) + ) .

Da die Gleichung unabhingig von der genauen Wahl von A erfiillt sein soll, miissen die Terme auf der lin-
ken und rechten Seite der Gleichung in jeder Ordnung in A separat iibereinstimmen. Aus dieser Forderung
folgt ein System von unendlich vielen Gleichungen,

Ho|n® )= EQ|n") (6.1.9)

Ho|n' Y+ Hy|n") = E® [n' )+ EP|n°) (6.1.10)
Ho|n* )+ Hy|n' ) = EQ |n? )+ EP |n' )+ EQ|n°) . (6.1.11)
(6.1.12)

Die Normierung von | n ) wird festgelegt auf
(n|n®)y=1. (6.1.13)

Wegen ( nn®) =1 folgt sofort A( n0 | n! Y+ 22(n° | n? ) +... = 0. Dadies gemail der Logik der Stérungs-
reihe fiir alle Werte von A gilt, erhalten wir

<n0|nk>=0, k=1,2,.... (6.1.14)

Wir bestimmen nun Ei,j) und | n ), wozu wir aufgrund der Gleichungen (6.1.9)ff. iterativ vorgehen kon-
nen:

(1la) Berechnung von E,gl):
Wir multiplizieren die Gleichung (6.1.10) mit (n°|, woraus folgt, dass

(n®| Ho|n" Y+ (n®|Hy|n®) = EQ (n®|n' Y +ED (n°|n°). (6.1.15)
=E;(n|n')=0 =0 =1

Damit erhalten wir

EQ = (n"|Hy|n"). (6.1.16)
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(1b)

2a)
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Berechnung von |n' ) :
Wir entwickeln |#! ) in der ONB {|m° )} von Hy mit

Ho|m®) = EQ|m") (6.1.17)

also |n'y = 3,2 culm®) mit ¢,, = (m®|n'). Im kontinuierlichen Fall geht diese Summe in ein
Integral iiber. Beachte, dass wegen der Normierungsbedingung (n°|n') = 0 nur iiber m # n zu
summieren ist. Multiplizieren wir nun die Gleichung (6.1.10) mit (mP], so erhalten wir

EW (mC|n' )+ (m [Hy[n") = B (m°[n' ) +ED (m°|n) . (6.1.18)
Cm Cn = Gy = =0

Daraus folgt, dass
(E;O)—E,(,?)) cm=<m°|H1|n0> i (6.1.19)

<m0|H1|n0>

d.h., Cm =
E) - E,)

: (6.1.20)

da fiir n # m auch E” # E gilt. Damit haben wir die Korrektur der Ordnung O(1) des Eigenzu-
stands bestimmt:

Z| (| o > 6.1.21)
E(O) E;(;(z))

m#n

Diese Korrektur stellt eine Superposition all der Eigenzustinde in der Eigenbasis von Hy dar, wel-
che “durch H; von |n°) aus zu erreichen sind”, welche also zu Ubergangsmatrixelementen von H;
in dieser Eigenbasis von Hj beitragen. Wir sprechen von “Beimischungen” der jeweiligen Zustinde
aufgrund der Wirkung von H;.

Berechnung von Eflz) :
Wir multiplizieren nun Gleichung (6.1.11) mit { ng | und erhalten somit in entsprechender Weise die
Korrektur zweiter Ordnung zur Eigenenergie, E? = <m0 | H, | n! >, eingesetzt in (6.1.21) also

m® | H
E® = Z| (0|) 1'70) ’ : (6.1.22)

m#n

In dhnlicher Weise kann man diese Korrekturen als “Beimischungen” betrachten, welche aufgrund
der Matrixelemente von H; von |n°) aus erreichbar sind. Sie werden wesentlich durch die Ener-
giedifferenzen zwischen den Eigenzustinden von Hj bestimmt:

(1) Fiir den Grundzustand ist die Verschiebung zweiter Ordnung, E(()Z) < 0 negativ.

(i) Wenn alle Ubergangselemente (m°|H;|n’) von vergleichbarer GroBe sind, stammen die
wichtigsten Beitrige von benachbarten Levels, fiir die die Differenzen E? — E© am Kleinsten
sind.



6.1. Stationire (Rayleigh-Schrédinger) Stérungstheorie

(ii1) Falls ein aufgrund eines groen Matrixelements und/oder kleinen Energieabstands relevan-
tes Niveau E,(f,)), m # n, oberhalb von Eflo) liegt, so wird E, nach unten und E,, nach oben
verschoben; die Niveaus stofen sich also ab, und Level-crossing wird vermieden.

Im Fall eines kontinuierlichen Eigenwert-Spektrums sind alle Summen durch Integrale zu ersetzen.

6.1.2. Degenerierter Fall

Die soeben kennengelernte Rayleigh-Schrodinger-Storungsrechnung 146t sich leicht fiir den Fall eines
Energiespektrums von Hj mit (teilweise) gleichen Eigenenergien verallgemeinern. Wir suchen dafiir eine
allgemeine Losung des Eigenwertproblems

HD Y W)=EWDIY @), (6.1.23)

fiir
H(1) = Hy+ AH, , A1€][0,1]. (6.1.24)
Wir nehmen an, dass E (1) und |y (4) ) durch unendlich oft differenzierbare Funktionen gegeben sind,

so dass eine Taylorentwicklung moglich ist. Die Funktion (¢ (0) |y (1) ) ist dann differenzierbar und sei
# 0, so dass wir die Normierung

WO lgy@)) =1 (6.1.25)
wihlen konnen. Die Taylorkoeffizienten erfiillen dann
Holu")=EO [y}, (6.1.26)
Hy|¢® )+ Holu' ) = EO )+ EOy' ), (6.1.27)
usw., wie zuvor, sowie
(v|v*)=0. (6.1.28)

Aus (6.1.26) folgt, dass |° ) Eigenvektor zu Hy mit Eigenwert E© ist.

Wir betrachten nun die storungstheoretischen Korrekturen Iwﬁ) der Zustinde |¢2> im degenerierten,
d(n)-dimensionalen Unterraum zum Eigenwert E© = E,(qo) . Es sei

d(n)

<0)_Z|n (n?|n3>=6i,~, (6.1.29)

der Projektor auf diesen Unterraum, ausgedriickt in den Eigenzustinden von Hj zum Eigenwert Ef,o).
Multipliziert man die im selben Unterraum geltende Gleichung (6.1.27) von links mit P(O) und beriick-
sichtigt, da3 Hy, von rechts auf den Projektor wirkend, dafiir sorgt, dal zwei der Terme sich gegenseitig
wegheben, ndmlich

PO (Ho - EX) gy ) =0 (6.1.30)
so kann man aus (6.1.27) schlieen, dass
POHPY [y} = EV|yl) (6.1.31)

gilt. Hierbei haben wir verwandt, dass der Projektor den ungestorten Zustand invariant 1dBt, [¢0) =
PE,O)I Y0y . [y ist hier also einer von d(n) Eigenvektoren von PE,O)H 1 Pf? ) zu den (nicht notwendigerweise
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gleichen) Eigenwerten E‘V. Multiplikation von (6.1.31) mit (n | ergibt die Eigenwertgleichung

D ([ Hi |G ) = EQs)ndgy = 0. (6.1.32)

J
Die Eflll),z = 1,...,d (n) resultieren als Eigenwerte dieses Problem, d.h. als Diagonalelemente nach Dia-
gonalisierung von H; auf dem Unterraum 7, mit den entsprechenden Eigenzustinden WS,:’ ) = |n’? ) =

0,0
Nehmen wir nun an, dass diese Diagonalisierung in jedem Unterraum n vollzogen ist, so dass gilt

(n}|Hi|n'§y=0, firi#j, (6.1.33)

so konnen wir die Storungsrechnung alternativ in der Basis der Zustinde In’? ) durchfiihren und iiberall
die In?) durch diese ersetzen. Im folgenden lassen wir den Strich der Ubersichtlichkeit weg, |n’?> -
In? ). Wie zuvor konnen wir die Normierung

(nd[nfy =6, Viell,dml, Vn, (6.1.34)

wihlen. Eingesetzt in die Schrodingergleichung ergibt sich analog zum nicht-degenerierten Fall

Ho|n)) = EX [n), (6.1.35)

Ho|n} )+ Hy|n)) = EQ [n} )+ EQ|nf), (6.1.36)
Ho|n} )+ Hy|n} )= EQ [n? )+ EQ|nl )+ EZ | n®). (6.1.37)
(6.1.38)

Wir finden wiederum in erster Ordnung die Energiewerte

Ey) = (n}|Hi|nf). (6.1.39)
Der Ansatz fiir die In} ) lautet dann
d(m) ‘
)= >0 > em|m )+ D ci|nd). (6.1.40)
m#n  k J#i

Der erste Term summiert iiber die Basiselemente in den Unterrdumen m # n, zu den Energieeigenwerten
E,(,?) # Eflo). Der zweite Term summiert iiber die zu | n? ) orthogonalen Basiselemente, welche zum selbem

ungestorten Energieeigenwert E,(,O) gehoren.

Die ¢, ergeben sich wie vorher durch Multiplikation von (6.1.36) mit (mg | von links zu

(| #1 )
Cmk = W (6141)
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Fiir die Herleitung der cfl’]) verweisen wir auf Sakurai [37], Kapitel 5.1. Ihr Ergebnis lautet

d(m) |H1|mk><m2|H1|n0>

0 _ i
nj = (1> ED Z Z EO _ EO : (6.1.42)

n] nzminkl

Bemerkungen:

o In Ordnung O (1) ist die storungstheoretische Korrektur wie im nichtdegenerierten Fall mit einer
zusitzlichen Diagonalisierung im degenerierten Unterraum bestimmbar.

o In hoheren Ordnungen der degenerierten Storungstheorie gibt es verschiedene Verfahren der Be-
stimmung der Terme, insbesondere die von Kato [48] und Bloch [49], die auf eine unterschiedliche
Anzahl von Termen kommen, s. dazu [50].

6.1.3. Ritzsches Variationsverfahren

Wir erwédhnen noch kurz das Ritzsche Variationsprinzip, welches eine Methode der Stérungsrechnung ist,

die eine Abschiitzung fiir die Anderung der Grundzustandsenergie durch eine Storung ermdglicht. Dies ist

moglich insofern wir iber ein hinreiched qualitatives Verstindnis fiir die Auswirkung der Storung auf die

Grundzustandswellenfunktion verfiigen. In den Ubungen besprechen wir, dass die Grundzustandsenergie

Ey immer der Schranke

(VIH|Y)
(Yly)

geniigt, wobei |¢ ) ein beliebiger Zustand sei. Das Ritzsche Variationsprinzip betrachtet nun einen Zu-
stand | y(u) ), der von einem Parameter u abhingt, sowie den Quotienten

() [H () )
W) [y)

0= (6.1.43)

E(u) = (6.1.44)

Minimierung von E(u) liefert dann eine obere Schranke fiir Ey. Dies werden wir in der Ubung zur Ab-
schitzung der Grundzustandsenergie des Helium-Atoms verwenden.

6.2. Relativistische Korrekturen zum Energiespektrum des
Wasserstoffatoms — Feinstruktur

Als Anwendung der allgemeinen stationdren Storungstheorie wollen wir nun die Feinstruktur des Was-
serstoffatoms betrachten.

Aus der nicht-relativistischen Schrodinger-Gleichung fiir das Wasserstoffatom mit Hamiltonian

=H, = % - ZTez (6.2.45)
hatten wir unter Vernachlidssigung des Elektronenspins die Energie-Eigenfunktionen bestimmt:
Holn,l,m)=E,|nl,m), (6.2.46)
mit Energieeigenwerten
E, = M = (e — L _ —lRyi—j, (6.2.47)
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welche n?-fach degeneriert sind. Die Kernladungszahl des Wasserstoffatoms ist Z = 1.
Wir erweitern dieses einfachste Modell des Wasserstoffatoms nun um folgende Terme:
e Die Hinzunahme des Spin-Freiheitsgrads des Elektrons erweitert die Energie-Eigenzustinde:
|n,l,m) — |n,l,m,s;). (6.2.48)

Die Energie-Eigenwerte von H sind damit 2n2-fach degeneriert.

o Aus der relativistischen Diracgleichung des Elektrons folgen 3 zusitzliche Korrekturterme zu Hy,
H = Hy + Hxg + Hsp + Hp . (6.2.49)
— Hkg: beschreibt relativistische Korrekturen zur kinetischen Energie.
— Hgpp: triigt der Spin-Bahn-Kopplung Rechnung.

— Hp: beschreibt den sogenannten Darwin-Term aufgrund der relativistischen ’Zitterbewegung’
des Elektrons.

6.2.1. Relativistische Korrektur zur kinetischen Energie

Im ersten Schritt berechnen wir die Auswirkungen von H kg in erter Ordnung der Rayleigh—Schrddinger-
Storungstheorie, also die entsprechende Verschiebung der Energien E,,. Aus

[ 22 2.4 2 & 1 p
E = pc + M*c* = Mc +m—§M3cz+... (6.2.50)

erhalten wir, dass

HrKE = — (6251)

2
1(r) 7 ( p )2 P (Za)z

S§M3c2  2M\2Mc) ~ 2M\2n)
wobei wir den Impuls durch —ip ~ fik = MZe*/(hn) = McZa/n, vgl. (4.5.170), abgeschiitzt haben.
Die relativistische Korrektur ist grofenordnungsméBig also, fiir hinreichend kleine Z, um einen Faktor

a® ~ 107 im Vergleich zur kinetischen Energie und um « relativ zum Coulomb-Potential unterdriickt.
Wir kénnen den ungestorten Hamiltonian verwenden, um den Korrekturterm in der Form

(6.2.52)

Ze? 2
Hgg = - )

— | Hy + —
2Mc? ( 0Ty
zu schreiben, mit dessen Hilfe wir die Energieverschiebung in 1. Ordnung der Storungstheorie berechnen:

AEWD

nlm

={(nlm|Hxg|nlm) (6.2.53)
B 1 ) 5 /1 n2 /1
=5 (E +2E,Ze <;> +(z¢) ) ) (6.2.54)

mc?
Mit Hilfe des Virialsatzes konnen wir die Erwartungswerte des Potentials berechnen: Aus

nl
2
[H,x-p] = —ih(% _x- VV(X)) (6.2.55)
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ergibt sich fiir Eigenzusténde |y ) des Hamiltonoperators H der

Virialsatz:' )
i 1
0= 2 (WILH.X-PIIY) = (U1 = [4) = 5 (U Ix- TV 14) . (6.2.56)
m 2

Einsetzen des Coulomb-Potentials ergibt, mit x - VV(x) = rd,V(r) = Zée*/r, dass

2(¢ | Holy )+ Z (y | (1/r) ) =0, (6.2.57)
d.h. | )
<;> =73 (Hyp) , (6.2.58)

Fiir die Erwartungswerte der zweiten und auch hoherer Potenzen von 1/r ist etwas mehr Miihe angesagt,
sie lassen sich aber als Momente der Radialwellenfunktionen direkt bestimmen,

1 o0 1
<_k> = f dr " *R?, (un,, —kunl) , (6.2.59)
r nl 0 r

was sich mittels Ableitungen des Hamilton-Operators, dessen Eigenzustinde die u,; sind, vgl. (4.5.137),
nach [ berechnen lassen.? Fiir k = 2 ergibt sich:

2
<l> L (6.2.60)
nl

2, Qs han’
und damit: ) .
Mc* (Za 3 n
AE =—|— ) {--— 2.61
( rKE)nlm ) ( n ) {4 I+ 1/2} <0 (6 6 )

firalle n,/ = 0, ...,n— 1. Hierbei ist wesentlich, dass wir uns mit diesem Ergebnis der nicht degenerierten
Storungstheorie zufrieden geben konnen, da alle off-diagonalen Matrixelemente verschwinden,

(nlm|Hgg|nl'm') =0 (6.2.62)

firl#!',m+m.

6.2.2. Spin-Bahn-Kopplung

Der Spin-Bahn-Kopplungsterm 148t sich heuristisch als einen Term interpretieren, der die Energie Hspp ~
—(e/Mc)S - B beriicksichtigt, welche das Elektron aufgrund der Ausrichtung seines spin-magnetischen
Moments g im B-Feld des Protons erfahrt, welches im Ruhesystem des Elektrons um dieses rotiert,
vgl. (5.3.118). Das entsprechende B-Feld berechnet sich klassisch zu B = —v/c X E, wobei E = -V® =
—(x/r)d®(r)/dr das E-Feld des Protons darstellt. Auf diese Weise erhilt man

e 1do(r) Ze

Hs,p = m ;T S-L, mit O(r) = - (6.2.63)

IFiir Mittelwerte der Dynamik klassischer Teilchen eingefiihrt von Rudolf Clausius (1870).
2Siehe F. Schwabl, QM 1, Kap. 12.3 [1].
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Aus der klassischen Elektrondynamik erinnerten wir uns dabei daran, dass wir das Ergebnis noch mit
2 multiplizieren mussten, denn das Ruhesystem des Elektrons stellt kein Inertialsystem dar (Stichwort:
Thomas-Prizession)?. Natiirlich ist diese Interpretation nur heuristisch, da das Konzept einer festen Tra-
jektorie und somit eines Ruhesystems des Elektrons quantenmechanisch keinen Sinn ergeben. Das Er-
gebnis (6.2.63) folgt allerdings durch direkte Auswertung der relativistischen Dirac-Gleichung und ist
deshalb korrekt.

Wir behandeln nun H = Hy + Hsyg im Rahmen der degenerierten Storungstheorie. Zunéchst fragen wir
uns, ob |n,l,m, s, ) geeignet ist. Wegen

[Hsps, L] # 0, [Hspe, S, #0 (6.2.64)

ist Hspp beziiglich der Basis der [n,[,m, s;) nicht diagonal. Diese Zustinde sind deshalb nicht ohne
weiteres fiir die Storungsrechnung zu verwenden. Anstelle dieser Eigenzustinde von L2, L, 8%, S ., 14Bt
sich jedoch die Eigenbasis der J 2 J,, L2, S? mit dem Gesamtdrehimpuls J = L + S zum FEinsatz bringen,
vgl. Abschnitt 5.2.3. Aus

S-L= % (rP-12-¢7) (6.2.65)

folgern wir, dass Hg,p diagonal in der Eigenbasis |n, j,m, 1, s ) ist. Die j-Quantenzahl nimmt darin die
Werte j = [ + 1/2 an. Weiterhin gilt fiir die Drehimpuls-Eingenzustinde | j, m, [, s ), dass

R (I+1/2)A+3/2)—I1+1)-3/4

S-L|l+1/2,m,[,1/2) = E( (U=1/2)1+1/2) =11+ 1)—3/4 )llw_L 1/2,m,1,1/2)
hZ

-2 ( ! )|lil/2,m,l,1/2). (6.2.66)

-1

Wir berechnen nun die Energiekorrektur aufgrund von Hgyp in erster Ordnung Storungstheorie,

Ze? 1 Zah / 1
AESpB (n, [+ 1/2, m, l, 1/2) = W <S . L>(lil/2,m,l,1/2) <r_3>(n’l) = ch ( -1 )<r_3>(n’l) (6267)
Mithilfe von 3 33
1 M Z
<_3> = , (6.2.68)
¥l mrdll+1/2)1+1)

was wir hier ohne Beweis nutzen (Siehe Fn. 4 auf S. 184) erhalten wir unter Verwendung von (6.2.66):

Mc*(Za)* l firj=1+1/2,1>0
AEsys = c(za) - / . (6.2.69)
A3l +1/2)(1+ 1) |-1-1 fiirj=1-1/2,1>0
Zusammen mit der relativistischen Korrektur lautet die Energieverschiebung:
Mc? (Za\* (3 n
(AExe + AEspB)j: b= (7) {Z - ]+—1/2} . (6.2.70)

Dieses Resultat ist in seiner Form identisch zu AExg, wobei [ durch j = [ + 1/2 ersetzt worden ist.

Anmerkung: Wie man (6.2.68) entnimmt, fithren die Zustinde mit / = 0 zu (1/#3),; ~ 1/I ~ c0. Dies hat
seine Ursache darin, dass der Integrand von (1/73),; ~ f r2dr [ Ry(P?/r ~ f dr |Ry(0)?/r fiir [ = 0 zu
einem bei r — 0 logarithmisch divergenten Integral fiihrt. Fiir r — oo tritt keine Divergenz auf, da die Ra-

3Siehe z.B. J. D. Jackson, Klassische Elektrodynamik [7], Kapitel 11.8.
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dialwellenfunktionen dort exponentiell unterdriickt sind. Fiir [ > O tritt auch keine Divergenz bei kleinen
r auf, da sich die Radialwellenfunktionen (4.5.169) fiir kleine r wie R,;(r) ~ ' verhalten. Im S-Zustand
ist wegen der r — 0 Divergenz das Integral jedoch fiir ein striktes Coulombpotential nicht definiert und
erfordert eine Regularisierung der Form des Kernpotentials. Diese ist realistisch, da der Kern nichtver-
schwindende Ausdehnung hat und somit das Potential bei kleinen Abstinden von der Coulomb-Form
abweichen wird. Aus klassischer Sicht konnte man beispielsweise innerhalb des Kerns der Ausdehnung
einiger fm die Ladungsverteilung als gleichformig nihern, so dass innerhalb dieser Ladungsverteilung
die fiir das Kernpotential verantwortliche Ladung wie * abnimmt.

Zuriick zur Energieverschiebung aufgrund der Spin-Bahn-Kopplung. Fiir / = 0 kommt nur j = 1/2 in Fra-
ge, und fiir diesen Fall ist (S - L) oc [ = 0, so dass fiir ein regularisiertes Integral iiber r, welches eine reali-
stisches ausgedehnte Kernladungsverteilung beriicksichtigt, die gesamte Verschiebung AEs,p(/ = 0) = 0
ist. Das hat dann zur Folge, dass fiir / = 0 im zweiten Term in Klammern in (6.2.70) der Nenner
I[+1/2=1/2 # 1 lautet. (6.2.70) gilt demnach nur fiir / > 1.

6.2.3. Darwin-Term

Wie zuletzt bemerkt ist AEspg = 0 fiir [ = 0. Stattdessen folgt aus der Dirac-Gleichung fiir / = 0 der
Darwin-Term
n? V2 n? nh® (Z

@)
= V=e—a-<—4 = 750G R 6.2.71
3 (MC)2 SM22 e ORern (X) IM2c (x) ( )

Hp

mit der Kernladungsdichte Qe (X). Heuristisch 1aBt sich diese Korrektur als “Zitterbewegung” des Elek-

trons um eine Comptonwellenlinge,
A

 Mc’
beschreiben, wodurch es ein “ausgeschmiertes” Kernpotential wahrnimmt:

6.2.72)

or= A,

(V(X+6x)) = V(x) + <5x-vv>+l (Ox- V2 V)+...
N——— 2
=0

=VEX) + é(&r)2V2V(x) , (6.2.73)

wobei die Mittelung () iiber die rdumliche Ausrichtung von 6x/|0x| = 0x/dr erfolgt und wir im letzten
Term fiir diese Mittelung genutzt haben, dass, fiir einen festen Vektor a, diese der Mittelung iiber den
relativen Winkel zwischen 6x und a erfolgt,

dQ ing 1 (! 1
CERE f 2 6x-a) = f MY 46de (6x)%a% cos? 6 = = f d¢ % (6r)*a’ =  (or)a’.
4r i¥s 2 J. 3
(6.2.74)
Aufgrund der Proportionalitét zur naherungsweise delta-Distributionsartigen Kernladungsdichte trégt der
Term in erster Ordnung Storungstheorie nur zur Verschiebung der S -Zustinde bei, die, wie wir uns erin-
nern, bei x = 0 einen Cusp aufweisen und somit nicht verschwinden,

. . 7 (Za) 2
<n’ ]’”HD |”l, .]9l> = Whﬂnl(oﬂ =

Mc* (Za)?
2 nd

510 (6.2.75)

Diese Verschiebung ist formal identisch zum (! = 0)-Beitrag (AEspg) ;- 1/2, s0 dass mit dem Darwin-Term
(6.2.70) auch fiir [ = 0 gilt. Insgesamt ergibt sich mit 1 Ry = Mc?a?/2 die
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Feinstruktur
7% (Za)* (3 n
AExg + AEsps + AEp = 1 Ry— - -
rKE SpB D yn2 2 4 j+12
fir j=1+1/2, [>0. (6.2.76)
Bemerkungen:

e Die Feinstruktur hebt die Degenerierung teilweise auf, wihrend die Entartung zwischen den S
und 2P, 2 Niveaus erhalten bleibt, und zwar, innerhalb der Dirac-Theorie, in allen Ordnungen in a.

e Fine Aufspaltung dieser Energieniveaus ist erst innerhalb der QED zu beschreiben bzw. geschieht
unter der Ankopplung an das magnetische Moment des Kerns:*

— Lambshift — (QED-Effekt: Vakuum-Fluktuationen: Feynmandiagramme beschreiben die fiih-
renden Effekte.)

4

4 z
AELumy ~ 3 M¢? (7") na n(Za) 1. (6.2.77)

— Hyperfeinstruktur — (S - I-Kopplung des Elektronspin and den Kernspin I bzw. das kernma-
gnetische Moment)

Hier fithren wir nur noch die spektroskopische Notation

WL fir | jls) (6.2.78)

ein und zeigen die Feinstruktur sowie Lamb- und HFS-Aufspaltungen fiir Wasserstoft:

n=2, £-0,4 Teinckellbue & Aevols N Q*" v HE Sl
e el
\\\\
Y% 2
b Ok
\\ N __/ELF_ IO —— } 216
: %
i
\
\ 7
' 10350 Sr e \
\\ . 7[()\ _ NP7
\\ o ’ér? o7 - AOSF
\ S’I/L s \J/ _: _ 2/(3,,,,_ \J/ ___\]/
e st i 58
]

Abbildung 6.2.: Die Aufspaltung der Energieniveaus des Wasserstoffatoms in MHz

4Siehe z.B. F. Schwabl, QM 1, Kap. 12.4 [1].
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6.3. H-Atom im auBeren Feld: Zeeman- und Stark-Effekt

Die in der Praxis wesentliche Kopplung der Elektronen iiber ihren Bahndrehimpuls und Spin an ein
magnetisches bzw. elektrisches Feld fiihrt zu einer weiteren Verschiebung bzw. Aufspaltung der Linien
der elektronischen Zustinde. Hiervon wollen wir die Grundziige des Zeeman- sowie des Stark-Effekts
kurz abreif3en.

6.3.1. Zeeman-Effekt

Der Hamiltonian des Wasserstoff-Atoms enthilt tiber den besprochenen Coulomb und dessen relativisti-
sche Korrekturen Hy; = Hxg + Hp + Hspp i.allg. noch einen Zeeman-Anteil:

H = Hy + Hyel + Hzeeman - (6.3.79)

Der Zeeman-Term beriicksichtigt die Kopplung an ein Magnetfeld und hat je nach dessen Stirke qualitativ
unterschiedliche Auswirkungen.

(a) (Spin)-Zeeman-Effekt fiir schwaches Magnetfeld

Mittels der in Gln. (5.2.102), (5.2.103) bestimmten Clebsch-Gordan-Koeffizienten erhalten wir, fiir j, =
mj,
hmj
S jmteramir) = 577 - (6.3.80)

Den Zeeman-Term, d.h., den Dipol-Beitrag zur Kopplung des Gesamtdrehimpulses an ein Magnetfeld,
haben wir in Kapitel 5.3.2 bestimmt, s. Gln. (5.3.114) und (5.3.118):

e
Hzeern = =530 (L + 25 ) B = —% (J.+S)B. (6.3.81)

Daraus ergibt sich, in erster Ordnung Storungstheorie, die Energieverschiebung

1
AEzeeman (1 £ 1/2,m,1) = —/JBij(l + m) (6.3.82)

Im Unterschied zum “normalen” (L-)Zeeman-Effekt werden alle degenerierten Niveaus aufgespalten.

" Y7 1 414
+ !
o — c 1 M 204 s
ey
BT
\

: s 2%
o= */”KZ,QH’B

wﬁ_'{/ \
Bl ie ]

Abbildung 6.3.: “Anomaler” Zeeman-Effekt. Die Niveaus / + 1/2 werden durch das Feld in 2/ + 2 bzw. 2/
Niveaus verschiedenen m; aufgespalten.
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Abbildung 6.4.: Die linke Abbildung zeigt die Struktur der Matrix J, + S, in der Punkte die nichtver-
schwindenden Matrixelemente markieren. Der Graph rechts skizziert die relative Ener-
gieverschiebung AEzeeman/A als Funktion des reduzierten Magnetfeld des upB/A fiir
n=2und P, P32, mit A = McA(Za)*/32.

Bemerkung:

e Es gibt keine nichtverschwindenden Matrixelemente zwischen / = 0 und / = 1, da ein Drehimpuls
ein Axialvektor und somit Hzeeman gerade unter Paritits-Transformationen ist .

(b) Starkes Feld: Paschen—Back-Effekt

Wenn B so stark ist, dass Hzeeman > Hie ist, wihlen wir die gemeinsame Basis der Eigenzustinde
|nlm;;1/2mg Y, mg = £1/2, von Hy und Hzeeman. Aus

= AEzeeman (n1my3my) = ppB (my +2my) = pgB (m; +m,) , (6.3.83)

zu denen dann noch relativistische Korrekturen hinzukommen.?

Insgesamt ergibt sich in Abb. 6.4 gezeigte B-Abhingigkeit der Zeemanaufspaltung, welche sich im Rah-
men der degenerierten Storungstheorie berechnen lisst:®

Bemerkung:

o Fiir ein starkes B-Feld (Paschen—Back-Effekt) priazedieren L und S unabhingig voneinander um B.
Dann sind s, s;, [, [, und j, gute Quantenzahlen, nicht aber j. Dies sieht man in Abb. 6.4 daran, dass
der Zustand zu m; + 2m; = 0 eine Superposition zweier Zustdnde zu verschiedenen j =/ + 1/2 ist.

6.3.2. Stark-Effekt

Wir betrachten abschlieBend noch die Bewegung der Elektronen in einem konstanten, homogenen E-
Feld, E = &e;, welche stets als Paradebeispiel fiir die Nutzung der Stérungstheorie in 2. Ordnung dient.
Das Elektron koppelt in erster Ndherung iiber den elektrischen Dipolterm,

Hp =-¢eE-x=-eEz, (6.3.84)

SFiir die Korrektur in 1. Ordnung Stérungstheorie siehe F. Schwabl, Quantenmechanik I [1], Kapitel 14.1.2.
6Siehe a.a.0. [1], Kapitel 14.1.3.
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an das elektrische Feld. Mit Hilfe des Kommutators [L,, z] = 0 erhalten wir:

0=(nlm|[L,z] nl'm') (6.3.85)
= m=m. (6.3.86)

nl'm') = (m—m’)(nlm|z

Der Dipoloperator ist als vektorielle Gro8e, o« x, ungerade unter der Paritétstransformation,
Px — —x, woraus folgt,dass I'=I1+Q2n+1), neZ, (6.3.87)

d.h., dass er Uberginge nur zwischen Zustinden unterschiedlicher Paritit induzieren kann — andernfalls
wire das gesamte Matrixelement ungerade unter P — dazu sei an (4.4.113) erinnert. Im Zusammenhang
mit der elektrischen Dipolstrahlung werden wir in Abschnitt 6.4.4 zeigen, dass nur n = 0 zu einem
nichtverschwindenden Matrixelement fiihrt, die Auswahlregel in / also

I'=1+1 (6.3.88)

lautet. Wir erhalten also fiir die Stark-Verschiebung des Grundzustands:

1. Ordnung : E(ll) =0 wegen eben dieser Parititsbedingung, (6.3.89)

2. Ordnung : E = 2 Er l’gll Z_' 2’"0’ 0)F (6.3.90)

Der GroBenordnung nach ergibt dies E{* = —a &, und eine exakte Berechnung ergibt E\> = -2a38% =
—%ap82, mit der Polarisierbarkeit des Wasserstoffatoms

ap = gaSB' (6.3.91)

Anmerkungen:
¢ Im Grundzustand gibt es der P-Symmetrie wegen nur den Stark-Effekt 2. Ordnung!

o Fiir angeregte Zustinde sind Aufspaltungen auch in 1. Ordnung moglich und erfordern i. allg. die
entartete Storungstheorie.

6.4. Zeitabhangige Storungstheorie

In diesem Abschnitt behandeln wir ein weiteres fiir die Praxis sehr relevantes Niherungsverfahren auf der
Grundlage einer storungstheoretischen Entwicklung in Potenzen einer Korrektur zu einem gegebenen un-
gestorten Hamiltonoperator Hy. Im Unterschied zur zuvor besprochenen Behandlung von Eigenzustinden
geht es hier um die Modifikation des Zeitentwicklungsoperators durch den Storterm. Dies wird uns inbe-
sondere zur grundlegenden Behandlung von Ubergiingen zwischen atomaren Zustinden fithren und somit
helfen, die bereits vor Entwicklung der Quantenmechanik beobachteten Linien und die Eigenschaften des
ausgesandten Lichts zu charakterisieren.

6.4.1. Wechselwirkungsbild

Um die Storungsreihe in einer einfachen Form formulieren zu konnen, fithren wir zunéchst das so-
gen. Wechselwirkungsbild ein. Dazu definieren wir zunichst das zu l16sende Problem: Ab einem Zeitpunkt
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t = to werde ein gegebener, zeitunabhédngiger Hamiltonoperator Hj durch einen additiven zeitabhingigen
Storterm V (¢) modifiziert, d.h., der Beitrag von V zu H “eingeschaltet’:

H({)=Hy+ V(@O0 -ty (6.4.92)

Auf diese Weise erhalten wir vor und nach dem Zeitpunkt #, unterschiedliche Ausgangssituationen fiir
die Losung der Schrodinger-Gleichung:
(i) t <ty : Eigenzustinde von H,(Hy — E,,)|m) = 0, sind stationdr :
Im, 1)y = e i | m)y = e iEn | m) . (6.4.93)
(i) t >ty : Die Zustinde |m,t) sind nicht mehr stationr,
da |m) im allgemeinen kein Eigenzustand zu H mehr ist.
Fiir kleine V wird sich jedoch wiederum eine storungstheoretische Behandlung in der Basis {| m )} von H,

anbieten. Dazu isolieren wir zunichst die freie Zeitentwicklung im Wechselwirkungsbild, auch Dirac-
Bild genannt: Mit Hilfe des Zeitentwicklungsoperators des ungestorten, zeitunabhéngigen Hamiltonians,

Uy (f) = e~ it = Z |m) e Ent (m], (6.4.94)

definieren wir fiir einen zeitabhingigen Zustand |y, ) im Schrodingerbild den zugehorigen Zustand im
Wechselwirkungs-Bild als

Ly, e, = UL (@) |y,t) (6.4.95)
N—— ——
WW-Bild Schrodinger-Bild

so dass, eingesetzt in die Schrodinger-Gleichung diese die Form
ih0, |, 1), = ~HoUG () [y 1) + UG (1) [Ho + V O] [ 1) (6.4.96)

erhélt. Hierin heben sich die Beitrdge proportional zu H, gegenseitig weg, da der zeitunabhingige Ope-
rator Hy mit ﬂg kommutiert. Wir erhalten somit die

Schriodinger-Gleichung im Wechselwirkungsbild,

im0 |y, t) = Vi® g, t);, (6.4.97)
mit  V;(6) = UL OV () Uy (1) . (6.4.98)

Anmerkung:

e Im Vergleich zu einem Operator Oy im Heisenberg-Bild,

On=UOOUW , (6.4.99)
SN——

Voller Zeitentwicklungs—Operator

mit U(t) = exp(-iHt/h), trigt in (6.4.98) lediglich der Zeitentwicklungsoperator von Hj bei.
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Wir erhalten die Losung der Schrodinger-Gleichung im Wechselwirkungsbild wiederum in Form einer
Dyson-Reihe,

1) =

i 1 n ! 1 -1
1+Z = fdtlf dtz...f de, H(t))...H @) ||, 10) , (6.4.100)
n=1 in lo fo Iy

vgl. (2.1.11), welche im Wechselwirkungsbild zur von Neumann-Reihe wird:

Ll 1 n t -1
1 — dry ... dt, Vi (1) ... Vi (&,
+Z(ih) ft 1 I 1(t1) 1 (t2)
n=1 0 0

In storungstheoretischer Naherung wird die Reihe bis zu einer endlichen Ordnung n ausgewertet, und
aufgrund der Zeitintegrale wird die Qualitéit dieser Niherung i.allg. von der Struktur von V; bzgl. der
Zustinde sowie von der Zeitdifferenz zwischen ¢ und #, abhéngen.

[, 1), = [, t0) . (6.4.101)

6.4.2. Sudden Approximation

Bevor wir die Storungsreihe fiir zeitabhingige V() konkret auswerten, betrachten wir hier den einfache-
ren Fall einer plotzlichen Parameterdnderung zu einem festen Zeitpunkt ¢y = 0, bei dem sich dadurch der
zuvor unverinderliche Hamiltonoperator von Hy zu H idndert und danach wiederum konstant bleibt,

i) t<0: H=H,, (6.4.102)
(1) t>0: H=Hy+V, V=const. (6.4.103)
Praktisch bedeutet dies, dass die “Schaltzeit” kiirzer als alle charakteristischen Zeiten der nachfolgenden

Dynamik seien,
Ty < 17 (maxAE)™! . (6.4.104)

Ein Beispiel kann der a-Zerfall eines Atomkerns sein, nach dem die Elektronenwellenfunktion sich in-
nerhalb einer Zeit an die veridnderte Kernladungszahl anpasst, welche viel groBer ist als die Zeitspanne,
wihrend derer das a-Teilchen den Ausdehnungsbereich des Atoms verlassen hat. Unmittelbar nach dem
Zerfall befinden sich die Elektronen im selben Zustand wie zuvor, und es stellt sich die Frage, mit welcher
Wabhrscheinlichkeit sie sich nach der Anpassung in einem anderen Zustand befinden. Die Eigenzustinde
und Eigenwerte vor und nach der Parameterinderung seien:

von H=Hy:{n");EP}, (6.4.105)
von H=Hy+V:{n);E,}. (6.4.106)

Gegeben sei ferner der Anfangszustand |y, = 0) vor der Parameterinderung, so dass die Zeitentwick-
lung fiir # > 0 unter Anwendung von (6.4.94) einfach lautet:

gty = " e B n) (nly,0), (6.4.107)

n

Hieraus resultiert eine Ubergangswahrscheinlichkeit, d.h., die Wahrscheinlichkeit
Py = Knly, 0) (6.4.108)

dass sich das System zum Zeitpunkt > 0 im Zustand | n ) befindet. Wihlt man z.B. den Anfangzustand
[, t <0) =|m"), dann kénnen wir diese Ubergangswahrscheinlichkeit P, = Py, storungstheoretisch
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auswerten und finden dass
|<m0 | V|n0 >‘2

P = S + (1 = ) ————————-

+0((V). (6.4.109)

Wir stellen fest: Fiir kontinuierliche Spektren {Eﬁ,o) } kommt es zu einer Divergenz bei Ef,? ) = EE,O), welche
darauf zuriickzufiihren ist, dass die Annahme (6.4.104) hier nicht anwendbar ist. Im folgenden Abschnitt
werden wir auch fiir solche Spektren eine brauchbare Néherung bestimmen.

6.4.3. Uberginge 1. Ordnung und Fermis Goldene Regel

Wir kehren nun zur von Neumann-Reihe (6.4.101) zuriick und bestimmen damit ebenfalls die Wahr-
scheinlichkeit fiir einen Ubergang von | m, #o ) nach

In,t) = Uy @) | n)=e il |n)y . (6.4.110)

(Wie in Abschnitt 6.4.1 bezeichnen wir die ungestorten Eigenzustinde und Eigenwerte von Hy wieder mit
|n) und E,.) Wir stellen also implizit die Frage: Gegeben ein Zustand |, fp ) zum Zeitpunkt des Anschal-
tens von V(¢) und gegeben die weitere Zeitentwicklung unter H(¢) bis # > ty, mit welcher Wahrscheinlich-
keit befindet sich das System, beschrieben durch |, ¢ ) dann in einem Eigenzustand n des (ungestorten)
Hamiltonoperators Hy, zum Eigenwert E,? Diese 146t sich z.B., nach Abschalten von V zum Zeitpunkt ¢,
durch wiederholte projektive Messungen auf die Energieeigenzustinde bestimmen.

Es gilt allgemein, dass

Plysysing = Knat [y, 0F mit (6.4.111)
(notlg,t) = (n| U (0|, t) = (nly,t), (6.4.112)

wobei wir (6.4.95) verwandt haben. Den hier auftretenden Zustand |y, ¢ ); im Wechselwirkungsbild be-
rechnen wir gemif (6.4.101) in

1. Ordnung Stérungstheorie:

1 ! ’ ’
L, 0D = [y, 1), + ﬁf dr'vi (@) |y, 10); - (6.4.113)
fp
Fiir den Anfangszustand wiéhlen wir:
[, t0) =|m,to) = U (ty) | m) =Y, =1m) . (6.4.114)
Damit erhalten wir:
1 !
Ly, )" = 1+Ef dt’V,(z’)}|m>, (6.4.115)
fo

so dass aus (6.4.112) folgt, dass

I i ,
(11, Y = (g 1) = S + Ef e (| V() [m)erEEr, (6.4.116)

fo
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6.4. Zeitabhingige Storungstheorie

wobei wir im letzten Schritt noch (6.4.98) genutzt haben, um V; in V zuriick zu transformieren. Insgesamt
ergibt sich die

Ubergangswahrscheinlichkeit in 1. Ordnung zeitabhingiger Storungstheorie:

IR :

P, () = |% f dr'e'“m {n| V() m) (6.4.117)
fo
fir n#m, W =Y (E, - Ep) , (6.4.118)
Fiir m = n gilt, fiir hermitesches V' = V, dass
1 :
P (@ =1+ £f df' {m|V (') |m) (6.4.119)
fo

Wir merken noch an, dass der Faktor U (¢) in (6.4.110) allein der Asthetik der nachfolgenden Gleichun-
gen dient, da |n) ein Eigenzustand zu Hy ist und U, daher die Multiplikation des Ubergangsmatrix-
Elements mit einer reinen Phase bedeutet, welche physikalisch nicht mef3bar ist und in P herausfillt. Man
konnte die Argumentation genauso ohne diesen freien Zeitentwicklungsoperator fiihren und hitte von der
Umschreibung von |,y ) in |, fp ); dann noch einen Faktor zusitzlichen Faktor U (f), ausgewertet zur
MefBzeit t, welcher wiederum eine irrelevante Phase ergibt. Wiirden wir dagegen auf eine Superposition
mehrerer Eigenzustéinde von Hy projizieren, so ergibt das Uy(¢) nur dann eine reine Phase, wenn diese
Zustinde in den entsprechenden Eigenenergie degeneriert sind. Erst wenn die Superposition Zustinde
verschiedener Energie beinhaltet, spielt es eine Rolle, ob U, eingeschlossen wird oder nicht. In dem
Fall wiren damit aber auch verschiedene Messungen assoziiert. Insgesamt zeigt sich hier, dass, dhnlich
wie beim Heisenberg-Bild, die Zustinde und somit die Matrixelemente und Erwartungswerte im Wech-
selwirkungsbild beziiglich der freien Zeitentwicklung alle bei ty, der Anschaltzeit (oder einer beliebigen
anderen Referenzzeit) ausgewertet werden, wihrend die Zeitabhéngigkeit der Zustinde und Operatoren
nur noch die Wechselwirkungseffekte beriicksichtigt.

Wihlt man V(¢) = V konstant, so 146t sich der Phasenfaktor exp{iw,,}, mit den Frequenzdifferenzen w,,,
integrieren, wobei, fiir n # m, derselbe Energienenner wie in (6.4.109) entsteht. Dariiberhinaus erscheint
jedoch im Zihler zusétzlich eine Sinusfunktion, welche den Pol bei w,,, = 0 regularisiert. Fiir m = n ist
die Phase gleich 1 und das Integral ergibt den Faktor ¢ — #y. Mit diesem Fall konstanten V beschiftigen
wir uns in der folgenden

Anwendung: Ubergang in ein System mit i.allg. kontinuierlichem Spektrum {E}:

Wie oben erwihnt, war die im Rahmen der Sudden Approximation berechnete Ubergangswahrschein-
lichkeit (6.4.109) fiir konstantes V (f) = V fiir Systeme mit kontinuierlichem Energiespektrum nicht an-
wendbar. Dieser Fall ist im Rahmen der Storungstheorie wie im folgenden gezeigt behandelbar.

Fiir konstantes Storpotential gilt also, fiir n # m:

e\wml _ 2 2

1

1
Pmn(t):ﬁ ey

hZ

Sin (Wt /2)

2 _
Kn|VIim)I = w12

Kn|Vim)P? (6.4.120)

mn

Da unser Interesse im folgenden kontinuierlichen Energiespektren gilt, betrachten wir die Ubergangs-
wahrscheinlichkeit pro Zeiteinheit und teilen daher P,,, durch die Zeit und erhalten die
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it el X

Abbildung 6.5.: Die Funktion 6,(x).

Ubergangsrate

Py sin® (Wynt/2)
t 12 (W [2)* 1

[y(?) = Kn|VIm)J? . (6.4.121)

Fiir + — 0 divergiert diese Rate in Form einer Funktion 6,(x) = sinz(xt) /(x%t) ebensowenig wie fiir
X ~ Wy — 0, siche Abb. 6.5.

0:(x) verhilt sich wie ¢/x fiir x — 0, ist fiir grole x nach oben durch ~ (nx*t)~" beschrinkt, und es gilt
f dy(siny/y)* = n. Integration nach Multiplikation mit einer Testfunktion F ergibt:

sin’ y

lim [ dx¢;(x) F(x) = lim fdy n2 F(y/t) = F(0), (6.4.122)
t—oo —0o0 Ty

und damit ist d, eine regularisierte §-Distribution, d.h., sie konvergiert fiir t — oo im distributionellen
Sinne gegen die Dirac-Distribution,

tlim 0 (x)=6(x), (6.4.123)
. 2 2
so dass thm L (1) = ;6(En —E)Kn|V im)~, (6.4.124)

wobei wir & (sx) = |s|”! 6 (x) verwendet haben.

Anmerkung: Anstelle der Definition (6.4.121) kdnnte man auch die Zeitableitung

AP, (1) sin (@t

TR /2)|<n|V|m)|2. (6.4.125)

1:‘mn(l‘) =

als “Rate” definieren. Die Funktion §,(x) = sin(2xt)/(rrx) konvergiert ebenfalls im distributionellen Sinne
gegen die Delta-Distribution, so dass auch hier gilt:

- 2.
tim T, (1) = §6<En —E)Kn|VIm)P . (6.4.126)

Allerdings ist T, nicht positiv definit und 148t sich daher fiir endliche ¢ nicht fiir alle x als Ubergangsrate
interpretieren. Eine alternative Vorgehensweise ist daher, die Ubergangswahrscheinlichkeit P,,, mit 1 =
t/t zu multiplizieren und fiir gro3e ¢ das Ergebnis (2nt/R)0(E, — E,,)Kn|V|m y? fiir die Definition der
Rate zu verwenden.
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Wir betrachten nun ein kontinuierliches Energiespektrum, mit Zustandsdichte p,
p(E,) dE, = #(Zustinde)in (E,, E,, + dE,) , (6.4.127)

und finden mit deren Hilfe die gesamte

I"Jbergangsrate aus dem Zustand | m ) in die Menge {| n )} von Zustdnden mit E,, = E,;:

2
lim [ dE,p (E)Con = p (En) = Km |V (6.4.128)

1—o00

Fermis Goldene Regel

Hierbei haben wir angenommen, dass alle | n ) im Zustandsbereich von E,, = E, die gleichen Ubergangs-
Matrixelemente |[( n| V | m )| haben.

Bedingungen fiir die Giiltigkeit von Fermis Goldener Regel sind:

e Die Breite der Energieverteilung p(E,) der Endzustinde muss sehr viel groBer als die Breite der
Funktion 8,(wy,/2) bei endlicher Zeit ¢, damit diese in guter Naherung durch eine -Distribution
ersetzt werden kann. (Die Funktion ¢,(x) konvergiert im distributionellen Sinne gegen die Delta-
Distribution, vgl. (6.4.122).) Die erste Bedingung lautet daher, dass AE > 2n7i/t.

o Viele Endzustidnde miissen innerhalb der regularisierten 6-Funktion f; liegen fiir < co, damit wir
die Lage der Zustdnde mit Hilfe einer Zustandsdichte ndhern konnen.

Damit ist der zeitliche Giiltigkeitsbereich von Fermis Goldener Regel das Intervall

2rth 2nh

E ESARSS E , (64129)

mit

o€ = groBiter Abstand der Endzustandsniveaus um E,, ,

AE = Breite der Verteilung der Niveaus um E,, .

Hiermit koénnen wir noch auf die Frage zuriickkommen, die sich hinsichtlich der Interpretation von P,,,
als Ubergangswahrscheinlichkeit stellt: Fiir w,,, — 0 ist diese durch

t 4
Pl 0 = 73 KnlVm W» < 52 ! Vim)P? (6.4.130)

nach oben beschrinkt und kann daher fiir ein kontinuierliches Spektrum auch Werte groBler als 1 anneh-
men. Die Bedingung (6.4.130) muf3 daher als eine Obergrenze an die Matrixelemente von V im Vergleich
zur Levelaufspaltung de hinsichtlich der Anwendbarkeit der storungstheoretischen Berechnung der Rate
in 1. Ordnung Storungstheorie betrachtet werden.

Abschlielend berechnen wir noch die
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Verallgemeinerung fiir eine periodische Stérung

Wir betrachten ein oszillierendes Potential, welches zum Zeitpunkt ¢ = 0 angeschaltet wird,

V(t)=0()|Fe™ + Fie“] . (6.4.131)
Wiederum unter der Annahme, dass die Matrixelemente sich fiir entartete Zustinde nicht unterscheiden
erhalten wir auf dieselbe Weise wie zuvor die Ubergangsrate

T, () = %’r [5 (E, - E,, — iw) (1| F |m >|2] (6.4.132)

+%’T[5(15,1—Em+;-za))|<n|1ﬂ|m>|2

Als eine zentrale Anwendung der zeitabhidngigen Storungstheorie untersuchen wir im folgenden durch
Licht induzierte Dipoliibergiinge zwischen atomaren Niveaus, und damit die Emission und Absorption
von Photonen durch Atome.

6.4.4. Elektrische Dipolubergange in Atomen*

Ohne die Wechselwirkung von Atomen mit dem elektromagnetischen Strahlungsfeld und die daran be-
obachteten scharfen Emissions- und Absorptionslinien in den charakteristischen Spektren hitte Anfang
des 20. Jahrhunderts eine wesentliche Grundlage fiir die Entwicklung des Bohrschen Atommodells und
somit auch der Quantenmechanik gefehlt. Wir besprechen im folgenden diese Emissions- und Absorpti-
onsprozesse anhand der zuvor eingefiihrten zeitabhiingigen Storungstheorie und Fermis Goldener Regel.

Zunichst erweitern wir hierfiir unsere quantenmechanische Beschreibung der messbaren Eigenschaften
eines einzelnen Elektrons im Potential des Kerns auf die einer beliebigen Anzahl von Elektronen.
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Operatoren auf Vielteilchensystemen

In Abschnitt 5.1.3 hatten wir, als Hintergrundinformation, kurz Mehrteilchen-Wellenfunktionen, zunichst fiir
das Beispiel von N = 2 Teilchen, besprochen, sowie, im Zusammenhang mit dem Spin-Statistik-Theorem und
der bosonischen bzw. fermionischen Quantenstatistik, den Fall einer beliebig grofen, aber festen Anzahl N,
vgl. (5.1.62) ft. Im folgenden betrachten wir N-Teilchen-Zustinde unabhingig von der Frage, ob es sich um
ununterscheidbare oder unterscheidbare Teilchen handelt und erweitern die Beschreibung von Operatoren auf
den N-Teilchen-Hilbertraum. Auf N-Teilchen-Zustinden (5.1.63) definiert man allgemein 1-Teilchen Operatoren
auf einem der 1-Teilchenrdume durch

Oly™) =1e--eledele ely™), (6.4.133)

i-1 N-i

und allgemeine 1-Teilchenoperatoren auf dem N-Teilchenraum entsprechend durch

N
OA(I)|I,0(N)> = 1®,..®1®0Ai®1®...®1|l//([v)>_ (6.4.134)

i-1 N—-i

Ein Beispiel fiir solch einen 1-Teilchenoperator ist der Dichteoperator, definiert durch

0 = [x)(xl, (6.4.135)
das heift,
N
P(X)=;El®~.-l~®l®|X>(x|®1®;v--.®l. (6.4.136)

So wie im 1-Teilchenraum der Erwartungswert des Operators O; die entsprechende Wahrscheinlichkeits-Dichte
ergibt,

(Wil Oi i) = ()P, (6.4.137)
so ergibt sich aus der Normierung der Zustinde, (¢, |¢; ) = 1, die 1-Teilchen-Dichte

N N
W pe g™y =y f dxy -+ dxigde - doy VXX XX = D GO (6.4.138)
i=1

i=1

Alternativ konnen wir den 1-Teilchen-Dichteoperator auch bereits in Ortsdarstellung schreiben,

N
(X, Xy lp X)Xy, . Xy ) = Z&(x’l —-X;)- - 0(X_, —X;-1)0 (X! —X)6 (X — X;)
=1

X 6(X}, — Xis1) - O(Xy — Xy)

N N
= S(x—x;)| |6(x; —x;), (6.4.139)
j=1

i=1

wobei wir im letzten Schritt verwandt haben, dass wir wegen des weiteren Faktors 6(x — x;) in der Delta-
Distribution 6(x] — x) — (] — X;) das Argument x ersetzen konnen. Der Operator ist also Diagonal in allen
Koordinaten, so dass man, ohne die Matrixelemente beziiglich der Koordinaten x; aller N Teilchen explizit zu
erwihnen, ihn kurz wie folgt schreibt:

0(x) = Z S(X—X) . (6.4.140)

In entsprechender Weise konnen wir den Hamiltonoperator eines geladenen Teilchens im elektromagne-
tischen Feld auf einen Hamiltonoperator fiir Atome mit mehreren Elektronen erweitern. Dieser héingt
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dann von den Operatoren fiir deren Positionen x; und Impulse p; ab und kann, wie fiir das Beispiel des
Dichteoperators zuvor besprochen, als Summe iiber die Hamiltonoperatoren der einzelnen Elektronen
geschrieben werden,

2
Hy = Z (21)_1(/1 +V(x,0+ Vi (Xi)) : (6.4.141)

1

Hier bezeichnet Vi das Potential des Kerns, noch ohne Kernspin, und V(x;, 7) fasst alle Wechselwirkungs-
terme der Elektronen mit dem elektromagnetischen Feld zusammen:

e 62

i3A i7t
e PeA KD+ s

V(x;,1) = A2 (x;,0) + e D (x;,1). (6.4.142)

Coulomb-Potential, welches die abstoSende Wechselwirkung der Elektronen untereinander beschreibt,
wird hier vernachldssigt. Entsprechend dem Operator (6.4.140) der Teilchendichte 148t sich dann auch
ein Operator fiir die Teilchenstrom-Dichte definieren. Um ihn manifest hermitesch zu formulieren, wird
er symmetrisiert definiert, 7

) = %Z{%,é(x—x»}. (6.4.143)

Mit Hilfe von Teilchen- und Stromdichte schreiben wir das Potential als

V= Vs = Sfd%c

Fiir die weitere Auswertung beschrinken wir uns auf ein

. (6.4.144)

S0 - A +p(X) (ﬁAZ + cq)) (x, 1)

Freies Strahlungsfeld

in transversaler oder Coulomb-Eichung und ohne weitere Quellen, so dass A das elektrische und magne-
tische Feld festlegt,

V-A=0; ¢ =0,

1
= E=--0A, B=VxA. (6.4.145)
c

Da wir Lichtwellen beschreiben wollen, gentige A der Wellengleichung und kann somit (rdumlich) Fourier-
entwickelt werden,

A=) Alne™ (6.4.146)
k
Wir bendtigen weiterhin den Hamiltonian des Strahlungsfeldes, (im Volumen V)
Hog = fd3x(E2 + B2) v Z (c*2 10, Ax® + |k x Ak|2) (6.4.147)
rad 87 8 - t <.

7Vgl. diese mit der elektrischen Stromdichte

J) = —c‘;—H =5 {[pi- Sacn)] 00— %)

i
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Ein Vergleich mit dem harmonischen Oszillator,

2

Hyo = = + M 2 (6.4.148)
2 2
ergibt die Aquivalenz von m ~» #, w ~» ck. Damit entspricht der Leiteroperator-Darstellung des
Oszillators,
~ h A _—iwt AT dwt : AAT
§= (aer+a'e),  mit [a.a"=1, (6.4.149)
2mw
1
Hyo = hw (a* a+ 5) : (6.4.150)

die Darstellung des Photonfeldes

e .
AxD=) ZV‘ (k€€ ™0 +hc.) (6.4.151)
k,A

wobei € , der Polarisationseinheitsvektor ist, A = 1,2, und €, - k = 0 wegen der Coulomb-Eichung.

Die Auf- und Absteigeoperatoren geniigen den Kommutatoren
la.1. @), o] = O (6.4.152)

wihrend alle anderen Kommutatoren, wie fiir den harmonischen Oszillator der Fall, verschwinden. Die-
se Kommutator-Relationen quantisieren das Strahlungsfeld (Fockraum-Quantisierung oder auch 2.
Quantisierung genannt) und bilden die Grundlage der Quantenfeldtheorie des Strahlungsfeldes, der
Quantenelektrodynamik (QED). agl = bezeichnet hierbei den Vernichter (Erzeuger) eines (Photon-
)Quants (also eines Photons) mit der Wellenzahl k und der Polarisation A. Ausgedriickt in diesen Opera-
toren entspricht der Hamiltonian des freien Strahlungsfeldes dem einer Summe unendlich vieler harmo-

nischer Oszillatoren,
A 1
= Hyag = kz;hwk (a]tjak,/l + 5) ., we=clk|. (6.4.153)

Zustinde im Fockraum lassen sich in der Basis der direkten (Tensor-)Produkte der Zustinde dieser Os-
zillatoren ausdriicken:

[ ) = @ mea ) s (6.4.154)

ki, 4;
mit  aga|..oomne) = Vi — 1) (6.4.155)
ap |y = AmoaH T ma 1) (6.4.156)

Der jeweilige Grundzustand einer Wellenzahl-Mode ohne ein Photon, nx 4, = 0, bezeichnet das Vakuum
in dieser Mode, der Fockzustand ohne ein einziges Photon das Vakuum |0 ) des Feldes.

Anmerkungen:

»
i2M'

e Der Operator A (x, 7) ist im Wechselwirkungsbild beziiglich Hy + H;,g definiert, mit Hy =
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e (p(x),j(x)) ist in diesem Wechselwirkungs-Bild durch

(o1 x.0.5r (x.1)) = ™'((p (%), j (x) ) e 0" (6.4.157)

zu ersetzen. Wir betrachten

Spontane Emission

Diese ist eine Folge der Wechselwirkung eines Photons mit einem atomaren Elektron und umfasst daher
folgende Uberginge:

; (6.4.158)
Strahlungsfeld :[0) > af 10)=|..., 1xa...)

{Atomares e m)—>|n)
Da hierbei also ein Photon erzeugt wird, muf} der entsprechende Beitrag zum Hamiltonoperator linear im
Erzeugungsoperator und damit wegen (6.4.151) linear im Vektorpotential sein, was fiir den Term ~ j - A
mit A in (6.4.144) der Fall ist. Wegen ak 4|0) = O tridgt in der Goldenen Regel fiir die Rate I',,,, siche
(6.4.132), nur der 2. Term bei:

2re)? ‘ :
Lo (1) = ( k’;) §(E,, — E, — hck) <n f Pxjx) - € e m> (6.4.159)
Fiir die Leistung dP,, welche im Raumwinkel dQ abgestrahlt wird, gilt dann
dP; = Z 1k - (6.4.160)
kedQ
Fiir die Dichte der Zustéinde gilt
dN Vv
— = 5. (6.4.161)
ek @2n)
Daraus folgt mit
Phk=kdkdQ und  j(k) = f dxjx)e ™. (6.4.162)
die differentielle Leistung
k>dk
dP/l:de 3thkF,,m,k,,1
(2nm)
K*dk
= dgf7he2 [Kn 1§ @) - € lm)|* 8 (B — E, = hck) (6.4.163)
dP, w?e? . . 2
=90 " s (13 ) - €, 1m) ||k|:w/c mit  w=(E,—E)/h " (6.4.164)
Fiir Atome gilt
k-xgkagzafza«L (6.4.165)
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Daher konnen wir Fouriertransformierte entwickeln,
(n|jk)|m)= (n|fd3x(l —ik-x - %(k-x)2 + ...)j(x)lm) (6.4.166)
=(nl|jk= 0)|m)—ifd3x(n|(k-x)j(x)|m>+ cees (6.4.167)

und erhalten verschiedene Terme, welche der Reihe nach elektrische Dipoliibergéinge, magnetische Di-
poliibergénge, elektrische Quadrupoliiberginge, etc. erfassen. Wir beschrinken uns im folgenden auf

Elektrische Dipoliibergénge (E1)

Diese riithren vom fithrenden Term her:
1 ;
j(k:O):fd3xj(x)= fd3x§Z{]l‘)—/I,6(x—x,-)} (6.4.168)
P 1
= — = — i 6.4.169
= Z P ( )

d.h. vom Gesamtimpuls der Elektronen. Fiir X = }; x; (Schwerpunktskoordinaten von Teilchen gleicher
Masse) ist

P i
— = —[Hp, X 6.4.170
i h[ 0, XTI, ( )
so dass
. i
(nlj(k:O)Im>=%WI[HO,X]Im) (6.4.171)
= = (E, = En)(n|X]m). (64.172)
proportional ist zum
Dipolmoment
dyy = (n|X]|m) . (6.4.173)

Hieraus folgt die differentiell abgestrahlte Leistung

dP, w*e? . 2
‘dnm “ €k

L 4.174
dQ  2xc3 (® )

Ein wesentliches Ergebnis ist hier, dass diese Leistung proportional zur vierten Potenz der Frequenz des
abgestrahlten Lichts ist. Die Amplitude der Lichtwelle ist proportional zur Projektion des Dipolmoments
auf deren Polarisationsvektor, und die Matrixelemente ed,,,, des Dipoloperators eX bestimmen, welche
Uberginge moglich sind. Dies besprechen wir nun weiter im Zusammenhang mit den
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Auswahlregeln

Diese bestimmen, welche Matrixelemente von d,,;, # O sind. Der Gesamtdrehimpuls der Elektronen,

L= Z (X X ;) (6.4.175)

erfiillt die iibliche Drehimpulsalgebra sowie die Kommutatoren mit dem Dipoloperator X = (X, ¥, Z):
[L;,Z] =0, [L;, X +iY] = +h (X £1iY). (6.4.176)

“Sandwiched” zwischen Zustinde (I'm’ | und |Im ), folgen aus diesen Kommutatorgleichungen die Glei-
chungen

(Im' | Z|Imy(m' —m) =0, (6.4.177)
I'm" | X £iY [Im)y(m' —=mF1)=0. (6.4.178)

fiir die Matrixelemente der drei Komponenten des Dipoloperators X. Damit eines der obigen Matrixele-
mente ungleich Null ist, muss somit eine der drei Bedingungen

m = {m (6.4.179)

m=1

erfiillt sein. E1-Ubergiinge sind also nur moglich, wenn |Am| = |m’ — m| < 1 ist. Weiterhin folgt aus der
Kommutatorgleichung (Beweis: Ubung)

[L2,[L?, X]] = 27* {X,L?} , (6.4.180)
die Gleichung
Um |X[Im)y(I+ 1) I+ T +2)[(1-1) = 1] =0, (6.4.181)

fuir die Matrixelemente und hieraus die /-Auswahlregel
I'=l+x1. (6.4.182)

Da [, > 0 sind, kann der erste Term in (6.4.181) nur fiir I’ = [ = 0 verschwinden. Hierfiir ist jedoch
(00X 00) = 0 wegen der Paritidtsasymmetrie von X.

Anmerkung: Aufgrund der Kommutatorgleichungen stellen (6.4.177) und (6.4.178) drei Bedingungen
dar, welche alle erfiillt sein miissen. Von diesen Bedingungen ist jeweils nur einer aufgrund der Auswahl-
regel (6.4.179) Geniige getan. In den beiden anderen ist dann der Faktor, welcher Kombinationen von m
und m’ enthilt, ungleich Null, so dass die jeweiligen Matrixelemente gleich Null sein miissen. Von den
drei Matrixelementen in diesen Bedingungen kann also immer nur eines ungleich Null sein. Wie wir im
folgenden besprechen werden, lassen sich daraus Schluf3folgerungen ziehen fiir die

Polarisation des ausgesandten Lichts
e Fiir m’ = m sind die beiden Matrixelemente {’m’ | X 1Y |Ilm) = 0. Addiert bzw. subtrahiert man

diese Gleichungen voneinander, so folgt, dass die Matrixelemente der X- und Y-Komponenten des
Dipoloperators verschwinden, (’'m’ | X [Ilm) = (I'm’ | Y |Ilm) = 0, d.h., der Dipolvektor nimmt die
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Form
0

d = [0 UM 1 Z11m) Srmby 11 - (6.4.183)
1

Neben der Auswahlregel m’ = m folgen aus den drei Gleichungen (6.4.177) und (6.4.178) daher,
wie oben angemerkt, noch zwei weitere Bedingungen, dass die x- und y-Komponenten des Dipol-
vektors gleich Null sind.

Da aufgrund der Relativitétstheorie die masselosen Photonen keine longitudinale Polarisation besit-
zen konnen und daher stets €, L k gilt, ist fiir m" = m das Licht in der von d; und k aufgespannten
Ebene linear polarisiert. Wir bezeichnen diesen ersten moglichen Polarisationsvektor, welcher Pho-
tonen charakterisiert, die in Uberg'zingen von m nach m’ = m ausgesandt werden, als €, ;, wihlen
fiir sie also den Polarisationsindex A = 1. In der (d;-k)-Ebene ist dann nur fiir Wellenvektoren in
z-Richtung die Ubergangswahrscheinlichkeit Iy jme.1 = 0, da

Crmimk,1 o |d1 - €] |2 o sin? (@), (6.4.184)

mit Winkel a zwischen k und d;.

Eine zweite mogliche lineare Polarisation €, welche linear unabhingig von € ist, mufl dann
senkrecht auf dieser Ebene liegen, spielt aber wegen des Skalarprodukts mit d;, welches d; - €, = 0
ist keine Rolle fiir die zugehorige Wahrscheinlichkeit, d.h. I'y, k2 = 0.

e Fiir m’ = m £ 1 sind entsprechend (I'm/ | X #iY |Im) = 0,{I'm’ | Z|Im) = 0, d.h.
(I'm’

X|lm)y=+i{I'm|Y|lm) (6.4.185)

und somit haben die jeweiligen Dipolmatrixelemente die Form

1
d+ = [—1] < 'm’ |X | Im > 6m’m+161’,lil p (64186)
0

1
d_=1i
0

Entsprechend gilt fir m" = m + I-Ubergéinge, dass d. o« &, ¥ ié,, so dass d, - (éx F iéy)* =

(Im" | X|Im) Spm-10p 121 - (6.4.187)

d. - (& +i,) = 0 ist, also nur links (rechts)-zirkular polarisiertes Licht, €z ~ & ¥ iy, in z-
Richtung ausgesandt wird, entsprechend dem Spin F7 in z-Richtung. Diese zirkulare Polarisation
des ausgesandten Lichts sorgt dafiir, dass der Emissionsprozefl den Gesamtdrehimpuls erhilt: Wih-
rend die z-Komponente des Elektron-Drehimpulses um +7 zu- bzw. abnimmt, wird dies durch eine
entsprechend entgegengesetzte Polarisation des Photons kompensiert.

Anmerkungen:

o Liegt k also in der xy-Ebene, so gibt es nur lineare Polarisation in dieser Ebene, senkrecht zu k.
Fiir alle anderen k-Orientierungen ist das Licht elliptisch polarisiert.

e Die Einschrinkungen durch Auswahlregeln bestimmen z.B. den moglichen Zerfall eines Rydberg-
Zustands,
In,l=n-1), n>1. (6.4.188)
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Moglich ist daher nur ein kaskadierender Zerfall iiber E1-Ubergiinge

|ln,n—1)—>|n-1,n-2)—>...>|n-mn—-m-1). (6.4.189)

e Hohere Terme der Entwicklung von j erfassen, wie bereits erwéhnt, magnetische Dipol-(M1)- und
elektrische Quadrupol-(E2)-Ubergiinge .
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7. Einfuhrung in die Theorie der
Pfadintegrale

In diesem Kapitel fithren wir grundlegende Konzepte des Pfadintegrals in der Quantenmechanik ein. Wir
beginnen mit den Grundlagen des Feynman-Pfadintegrals und dessen Auswertung innerhalb der St6-
rungstheorie.

In der klassischen Mechanik erlaubt das Hamiltonsche Prinzip der stationdren Wirkung fiir ein System
von generalisierten Koordinaten g,

5S[q] =0, (7.0.1)

die Dynamik eines Systems in Form von Phasenraumtrajektorien (g(#), p(¢)) zu berechnen, die mit den
gewdhlten Randbedingungen konsistent sind.

GemifBder Theorie der klassischen statistischen Mechanik resultieren solche Trajektorien typischerweise
als Mittelwert (g(#), p(¢)) innerhalb eines Mittelungsprozesses. Einzelne Trajektorien fluktuieren dabei um
den Mittelwert, und diese Fluktuationen werden durch die Momente der Phasenraum-Wahrscheinlichkeits-
verteilung P(q, p, t) beriicksichtigt. Diese Momente repriasentieren Korrelationsfunktionen, die aus der
Zustandssumme Z des Modells abgeleitet werden konnen, z.B. aus der kanonischen Gleichgewichtszu-
standssumme Z,, = 3; exp{—BE;} iiber die Mikrozustinde mit Energie E;, wobei 8 = (kgT)~' ist. Wenn
das betrachtete Modell jedoch in Form des Wirkungsfunktionals S [g] gegeben ist, wird die Auswertung
dieser Momente erst dann unkompliziert, wenn die Zustandssumme als Funktionalintegral iiber ein Wahr-
scheinlichkeitsmal}, ausgedriickt in S [¢], umgeschrieben wird.

Das quantenmechanische Pfadintegral (wie dann insbesondere auch das quantenfeldtheoretische Funk-
tionalintegral) stellen die Verallgemeinerung dieser Art von Zustandssumme zur Quantentheorie dar, und
dessen Herleitung ist das Ziel des vorliegenden Kapitels. AbschlieSend besprechen wir noch einige spe-
zielle Verfahren, welche Systeme nahe des Ubergangs zum klassischen Limes zu beschreiben erlauben.

7.1. Die Feynmansche Pfadintegral-Darstellung

Das Quanten-Superpositionsprinzip stellt den entscheidenden Schritt beim Ubergang von der klassischen
zur Quantenmechanik dar. In der Hilbertraumformulierung der Quantentheorie manifestiert sich dieser
Schritt in der Moglichkeit, jeden physikalischen Zustand in einer Basis zu entwickeln. Jeder dieser Basis-
zustinde ergibt eine mogliche Realisierung, in die das System unter bestimmten Bedingungen im Mes-
sprozess kollabieren kann. Alternativ kann das System, wihrend es mit der Umgebung wechselwirkt,
mit dieser verschrinkt werden, wenn Superpositionen verschiedener Kombinationen von System- und
Umgebungzustinden entstehen.

7.1.1. Die Greensfunktion des Schrodingeroperators

Beim Ubergang von der klassischen statistischen zur Quantentheorie fiihrt das Superpositionsprinzip zu
einer Modifikation des WahrscheinlichkeitsmaBles in der Zustandssumme. Um zu verstehen, wie dies
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geschieht, beginnen wir mit der Schrodinger-Gleichung und leiten daraus einen Operator fiir die quanten-
mechanische Zeitentwicklung von einem gegebenen Anfangszustand ab. Dieser Zeitentwicklungsopera-
tor U wird definiert durch

70,191 = HO | PQ)) . (7.1.2)
- (1)) = Ut 1) |F(t0) ) . (7.1.3)

Fiir einen hermiteschen Hamiltonoperator H ist U ein unitirer Operator,
Uty 1) = U (tas ) - (7.1.4)

Im allgemeinen Fall, dass H(¢) selbst zeitabhédngig ist, kann er formal als zeitgeordnetes Exponentialinte-
gral tiber den Hamiltonoperator geschrieben werden,

U (tp,t,) = ‘7‘exp{(—;—i fcbltH(t))}, (7.1.5)

wobei angenommen wird, dass #, > t,. Wenn das Exponential erweitert wird, manifestiert sich die Zeit-
ordnung als

)

i 1h 1 3
Uy, t)=1-—= | dtHt) - — | dt | df THOH{) £ ...
Ty, 1a) hf, ® 2’12»[“ I OH() +

i Ih 1 Ih !
=1-= |dtHt)- = |dt | d’HOH{)+...,
hf, ® hzfza ft (OH()

Alternativ kann das zeitgeordnete Exponentialintegral als zeitgeordnetes Produkt geschrieben werden,

(7.1.6)

tp . N .
Uty 1) =T | | (1 - %dtH(t)) = lim 7 (1 - %AtH(tu + nAt)) , (7.1.7)
t=t, n=0

mit N = (t, — t,)/At € N. Der Zeitordnungsoperator 7 bedeutet hier, dass das Produkt so geordnet ist,
dass die fritheste Zeit ¢ = ¢, ganz rechts steht, wobei spitere Zeiten ¢ = t, + nAt > t;, sie schrittweise von
links multiplizieren.

Beachten Sie, dass fiir 7, < 1, die Zeitordnung durch Antizeitordnung 7~ ersetzt werden muss. Dies wird
deutlich, wenn man U" (¢,,1,) in der Form (7.1.5)—(7.1.7) schreibt, wobei das Vorzeichen des Zeitinte-
grals umgekehrt wird, d.h.,

U (1,,1,) = Texp{(% fdz H(z))} = 7exp{(—;—i fcbitH(t))} =Uy,t,) , (7.1.8)

und somit im unendlichen Produkt (7.1.7) wieder das untere Integralgrenze t,, d.h., die neueste Zeit, ganz
rechts steht, wobei frithere Zeiten ¢t = ¢, + n(t, — t,)/N sie von links multiplizieren.1

Die obige Definition kann verwendet werden, um die Transitivitdt von U zu beweisen, d.h., fiir alle 7, die
Verkettung
U (tp, 1) = Uy, t) U (2, 1,) . (7.1.9)

Im Allgemeinen konnte man den Operator 7 in (7.1.5) als Zeitordnung fiir #, > t, definieren, wihrend er fiir #, < t, Anti-
Zeitordnung impliziert. Daher hat er eher die Bedeutung eines Pfad-Ordnungsoperators, der entlang des (gerichteten) Pfades von
der unteren zur oberen Grenze des Integrals ordnet, d.h., von rechts, #', zum linken Argument 7 von U(z,t').
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Der Zeitentwicklungsoperator U (¢, tp) erzeugt sich in der Zeit entwickelnde Zustidnde im Hilbertraum,
(7.1.3), die die (homogene) Schrodinger-Gleichung (7.1.2) 16sen und daher formal eine Matrix solcher
Losungsvektoren fiir verschiedene Anfangszeiten ¢ darstellen. Er ist auch iiber die homogene Schrodinger-
Gleichung hinaus von groBer Relevanz, da er leicht zur Greenschen Funktion des Schrodingeroperators
erweitert werden kann, d.h., zu seiner Inversen G(t, t;), definiert durch

[i(h0, —H®]IG (t,10) =6 (t —1tp) . (7.1.10)

Wenn man U als Losung von Gl. (7.1.2) fiir einen gegebenen, im Allgemeinen zeitabhidngigen Hamil-
tonoperator H kennt und, vorausgesetzt, dass ¢ > ty, so 146t sich diese inhomogene Differentialgleichung
leicht durch den retardierten Zeitentwicklungsoperator ausdriicken, d.h., durch U, multipliziert mit einer
Theta-Funktion, sodass er nur fiir ¢ > #; von null verschieden ist,

GR(t,10) = —%O(I—to)‘l/l(t,to). (7.1.11)

Diese Zwei-Zeit-Greensche Funktion wird allgemein als (retardierter) Schrodinger-Propagator bezeich-
net, da sie verwendet wird, um einen gegebenen Zustand vorwirts in der Zeit zu propagieren (d.h. ent-
wickeln). Sie ist weder hermitesch noch unitir. Sie ist definitionsgemél Operator-wertig, kann aber be-
ziiglich einer Basis im Hilbertraum dargestellt werden. Alternativ 16st auch die sogenannte avancierte
Greensche Funktion

GA (1, 10) = %H(IO - DU (ty, 1) (7.1.12)

die Gl. (7.1.10) und ist nur fiir # < ¢y von null verschieden. Sie dient dazu, zeitlich entwickelte Zustinde
von einem gegebenen Zustand in der Zukunft aus zu bestimmen. Addiert man die avancierte und die
retardierte Greens-Funktion, so erhilt man die ‘zeitgeordnete’ Greensche Funktion

G (t,10) = % [GR (t.10) + G* (1,10)| = —%sgn (t—10)U (1,10) (7.1.13)

wobei die Symmetrie (7.1.8) von U unter hermitescher Konjugation und Zeitumkehr berticksichtigt wur-
de und die Signum-Funktion als sgn(f) = %1 fiir ¥ = 0 definiert ist. Die Greensfunktion G(t, 1) 16st
(7.1.10) fiir jedes beliebige Paar von Zeiten ¢, #'. Der Zeitentwicklungsoperator 146t sich daraus als die
Differenz der beiden Greenschen Funktionen zuriickgewonnen,

Ut 1o) = if [GR (t.t)) — G (¢, zo)] ) (7.1.14)

Wie U ist auch die Green’sche Funktion (7.1.13) invariant unter hermitescher Konjugation und Zeitum-
kehr, G'(t,, 1) = G(tp, t,), wihrend dies fiir GR(#,, 1,) = [G*(t,, t)]" nicht gilt.

AbschlieBend sei angemerkt, dass die Schrodinger-Gleichung im Allgemeinen, fiir einen gegebenen Ha-
miltonoperator H(¢), keine inhomogene Gleichung ist. Dennoch ist, wie wir im Folgenden im Detail
sehen werden, die Losung quantenmechanischer Probleme, d.h. im Wesentlichen die genaue Losung der
Schrodinger-Gleichung fiir einen gegebenen, praktisch relevanten Hamiltonoperator, nicht trivial, wenn
nicht sogar unmoglich. Daher dienen in der Praxis perturbative Ansitze als generischer Weg, um Vorher-
sagen innerhalb der jeweiligen Einschrinkungen der gewihlten Approximation zu erhalten. Fiir solche
Berechnungen kennt man typischerweise die Losung der Schrédinger-Gleichung fiir einen einfachen,
meist als ‘freien’ Hamiltonoperator Hj bezeichneten Operator, wihrend das Einbeziehen einer zusitzli-
chen ‘Stérung’ H; in approximativer Weise erfolgen muss. Wie Sie aus Abschnitt 6.4 wissen, spielt dort
genau diese Greensche Funktion, jetzt fiir die Entwicklung mit Hy, eine wichtige Rolle, wihrend die In-
homogenitit den Beitrag von H; einschlieft. Wir werden nun damit beginnen, den Pfadintegralansatz fiir
die Durchfiihrung solcher approximativer Berechnungen auf systematische Weise vorzustellen.
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7.1.2. Feynmans Pfadintegralformel

Mit dem Pfadintegral werden wir eine alternative Darstellung der Schrodinger-Green-Funktion oder des
Propagators (7.1.14) entwickeln. Die Grundidee des Pfadintegralansatzes ist es, das Zeitintervall [z,, #;]
in (eine unendliche) Anzahl von (infinitesimalen) Schritten zu unterteilen,

=ty 2th2th1 220 2 =14, (7.1.15)

wobei man schlieBlich den Grenzwert e = t;, —t,.;y —» 0, n+ 1 = (t, — t,)/€ — oo nimmt. Auf dem so
diskretisierten Zeitgitter zerlegt man die Zeitentwicklungs-Matrix

(L{(thhaxata) = (Xb|q/l(tb7ta) |Xa> (7116)
in n + 1 Faktoren, deren Multiplikation Summationen tiber die entsprechenden Positionen {x; = x (#;) ,i =

1,...,n} impliziert:
n+l

U Xt Xata) = | | f ax; | [ U xiatir, xiti) (7.1.17)
i=1 i=1

wobel X,,11 = Xp, Xg = X,.

Beschrinkt man die Diskussion auf x-p-separable Hamiltonians (p = 7k),

Hp,x,)) =T (p,H)+ VX1, (7.1.18)

so konnen wir die Baker-Campbell-Haussdorff-Formel anwenden,

r r . o
e 1e(T+V) —e 1¢5Ve 1¢5Te i€ X’

i 1 1 ) (7.1.19)
X =2 [VT] —e(g V.IV.T1 - 5 [[v,T],T])+0(e ).
Unter Vernachldssigung der Terme zweiter Ordnung in € ergibt dies
dk . .
U (xt;, Xi_1ti—1) = deQT)d< X; | eiev | X > (x]k) < k | e i€l | Xi_1 >
= f dx 6 (x; — x) e Vo K g eTtha) (7.1.20)
l (2ny!
K itkximxi-0-elT ki V)

~J e

wobei e =t;, —t;_ = (t, — t,) /(n + 1) gewihlt wurde. Wieder in (7.1.17) eingesetzt ergibt dies die
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Feynmansche Pfadintegral-Formel

n n+l
- dp,- 1 x
mxbn,,xata):ﬂ[ﬁm}ﬂ“m}ehs [e], (7.1.21)

i=1 i=1
n+l
§® = Z [pi (Xi — xi-1) — €H (p;, xi, 1)] , (7.1.22)

i=1

welche eine gute Niherung fiir grof3e n ist, wenn die rechte Seite fiir n — co konvergiert.
Wir bemerken:

e Fiir T = p?/2m und den Spezialfall, dass V () = V zeitunabhingig ist, kann man auch

Trotters Formel [51-53] verwenden:

. . s _ +1 . I — 1
e—l(TJrV)(tb*ta) = lim (e eV 15T)n , mit € = " la . (7.1.23)
n—oo n+1

o Fiir ein unendlich oft differenzierbares Potential V und die kinetische Energie T = p?/2m sind alle
Terme in X, GI. (7.1.19), Produkte von Ableitungen von V, da p « dy, und somit nicht divergent.
Daher verschwinden die Beitrdge der X-Terme in (7.1.19) mindestens um einen Faktor € schneller
als €T, und der Grenzwert € — 0 ist in diesem Fall gut definiert.

o Fiir das Coulomb-Potential sind die obigen Annahmen nicht mehr giiltig. Historisch gesehen bedeu-
tete dies, dass Richard Feynman anfangs nicht in der Lage war, seine Pfadintegralmethode fiir die
Losung des Wasserstoffproblems anzuwenden. Schlie3lich fand sein Doktorand Hagen Kleinert ei-
ne Losung. Dies fiihrte zur sogenannten Duru-Kleinert-Methode, die auf einer Transformation des
Pfadintegrals mit dem Coulomb-Potential V(r) ~ 1/r zu einer Hilfszeit s(r) = f ! dtr/r(7) basiert,
siehe [54, 55] und [52], Kap. 12.

7.1.3. Kontinuumslimes: Pfadintegral der Schrédinger-Mechanik
Bevor wir zum Kontinuumslimes iibergehen, wollen wir noch die Lagrange-Form der Pfadintegralformel

herleiten. Angenommen wieder, dass der Hamiltonian gemif (7.1.18) in die kinetische Energie T =
p?/2m und ein Potential zerfillt, erhalten wir durch quadratische Ergiinzung,

n+l o 2 . A2
g — Z[_i(pi_mm) +ﬁ(w) _EV,], (7.1.24)

€ 2 €

Das resultierende Integral iiber die Impulse p; ist ein allgemeines, verschobenes Gauf3sches Integral, das
mit Hilfe der
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Abbildung 7.1.: Schematische Darstellung von Feynman-Pfaden, die zum Pfadintegral (7.1.28) beitragen.
Aufgrund der beliebigen moglichen Werte fiir x; € RY zu jedem Zeitpunkt i sind die Pfa-
de nicht differenzierbar, und ein rigoroser mathematischer Beweis der Konvergenz des
komplexen Quanten-Pfadintegrals existiert nicht. Fiir positiv definite MaBe, wie Sie sie
in der Beschreibung von Quanten-Vielteilchensystemen im thermischen Gleichgewicht
kennenlernen werden, existieren solche Beweise im Zusammenhang mit der Beschrei-
bung der Brownschen Bewegung und der dafiir wesentlichen Wiener Prozesse, siehe z.B.

[56].

Fresnelschen Formel

oder, allgemeiner,

ﬁ: dp exp{(i%)} = \/%exp{(igsgna)} = @exp{(i%)} , aceR, (7.1.25)

00 2 2
f dp exp{(—zi)} -z, cew, (7.1.26)
— 2 z
welche das analytisch in die komplexe Ebene fortgesetzte Gaul3-Integral darstellt,
behandelt werden kann.
Mit Hilfe von (7.1.25) kénnen wir die Impulse p; ausintegrieren,
d
dp; . € X; — Xj_1 )2 2nhie]| 2
—-i— (p - —= = , 7.1.27
Qrhyd eXp{{ om (p e m (7.1.27)
und erhalten so Feynmans urspriingliche Darstellung des Pfadintegrals,
m dj2 1 dXi B0
U t,ataz( ) e 7.1.28
(Xptp, Xata) TaTie E[( 27rie/m)e ( )
mit
n+l m (X'—X' 1) 2
S(n) _ - ! = _ .1
S —62[2( - ) V(x,,t,)]. (7.1.29)

i=1

Hier wird die Wirkung in der diskreten Form des Lagrange-Funktionals ausgedriickt, in der als Argumen-
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7.1. Die Feynmansche Pfadintegral-Darstellung

te nur die rdumlichen Koordinaten und ihre Zeitableitungen, also Geschwindigkeiten vorkommen. Das
Pfadintegral (7.1.28) summiert explizit alle Pfade im Konfigurationsraum.

Wir sind nun fiir den letzten Schritt vorbereitet, nimlich den Kontinuumslimes n — oo zu betrachten, in
dem die Phasenraumform (7.1.22) der

Klassischen Wirkung ein Funktional im Phasenraum wird, in Form einer Legendre-Transformation
der Hamiltonfunktion,

S [p.x] = fc;’t [p()x(®)—HPp@),.x(),0)] . (7.1.30)

Das jetzt unendliche Produkt von n — oo Integralen wird Pfadintegral genannt, mit dem Maf3

n n+l (Xp1p)
}i_)rgl—[fdxil—[fdpjzf D'xDp. (7.1.31)
i=1 =1 (

Xala)

Der Apostroph an 9’ markiert, dass die Endpunkte x, = x(#,) und x, = x (f,) nicht integriert werden.

Analog dazu wird die Lagrange-Form (7.1.28) im Kontinuumslimes zur Pfadintegraldarstellung des
Schrodinger-Propagators,

Xp .
U (Xplp, Xaly) = f DxeiSX (7.1.32)
mit dem MaB, das von der Wirkung abhingt und durch diese von der Lagrangefunktion,
h
S [x] = f dtL(x,%X,1), (7.1.33)
t(l
. m .,
L(x,x,t) = EX -V . (7.1.34)

Beachte die unterschiedliche Normierung des Differentials Dx.

Bezug zur klassischen Mechanik

Im Exponential des Pfadintegral-MaBes in (7.1.32) zeigt der Faktor #~! die Beziehung zwischen Quanten-
und klassischer Mechanik. Das Hamiltonsche Variationsprinzip (7.0.1) liefert, als den klassischen Pfad,
der die klassischen (Euler-Lagrange-)Bewegungsgleichungen 16st, den Pfad oder die Pfade, um die die
Wirkung S in erster Ordnung in einer Variation der Pfade invariant bleibt.

Beispiel: Wirkungsfunktional und linke Seite der Bewegungsgleichung des 1D harmonischen Oszillators:

S [x] = f hdt’%[ic(t’)z—wzx(t’)z], (7.1.35)
8 (v o ex@) o
= 5x(t)_j;dt X([)—(Sx(t) wx()o(@-1)| == - x(), (7.1.36)
———

=0y 6(t—t") = —0,6(t—t")
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wobei wir (A.1.4) nutzten. Das Pfadintegral (7.1.32) summiert kohidrent tiber alle moglichen Pfade (sie-
he Fig. 7.1), in dem Sinne, dass fiir jeden Pfad {x(7);¢ € [z,,1,]} das entsprechende komplexe Maf}
Dx exp{iS [x]/f} zum Integral hinzugefiigt wird. Es superponiert (addiert) also Phasen exp {iS/%} fiir
alle moglichen Pfade, deren Endpunkte bei 7, und 7, festgehalten sind und die nur vorwirts in der Zeit
laufen (0.B.d.A. — denn ohne diese Einschrinkung wiirden sich die in entgegengesetzer Zeitrichtung lau-
fenden unitédren Zeitentwicklungsoperatoren gegenseitig wegheben).

Dabei tragen nur diejenigen Pfade konstruktiv interferierend zum Integral bei, die hinreichend wenig
vom klassischen Pfad abweichen, sodass S von dessen klassischen Wert nicht wesentlich weiter als um 7
abweicht fiir die also gilt

AS S-S,
P <2n. (7.1.37)
Starker abweichende Pfade interferieren im Mittel destruktiv miteinander aufgrund der oszillierenden
Phase im MaB. Daher unterdriickt im Limes 7 — 0O die destruktive Interferenz alle Pfade aufler den klas-
sischen Pfad.

Merke: In der QM konnen jetzt nichtstetige Pfade, welche zwischen verschiedenen klassischen Pfaden
springen, erlaubt sein, da sie konstruktiv interferieren. Dies entspricht dem quantenmechanischen Tun-
neleffekt. Wir halten fest, dass / als fundamentale Konstante auftritt, welche die Stirke der Phasenraum-
Unschirfe quantifiziert.

Wir wollen obige Uberlegungen noch mathematisch etwas genauer fassen in der

7.2. Sattelpunkts-Entwicklung des Pfadintegrals*®

Wir sind jetzt mit ausreichend Werkzeugen ausgestattet, die wir bendtigen, um das Pfadintegral fiir ver-
schiedene, praktisch relevante physikalische Modelle auszuwerten. Mit der Berechnung des Pfadintegrals
meinen wir zunichst, konkrete Ausdriicke fiir die Matrixelemente (7.1.32) des Zeitentwicklungsoperators
zu erhalten, welcher Losungen der Schrodinger-Gleichung erzeugt, wie in Abschnitt 7.1.1 besprochen.

Wie dort erwéhnt, konnen wir uns darauf konzentrieren, U fiir den gesamten betrachteten Hamiltonope-
rator abzuleiten — sofern dies technisch machbar ist — oder wir miissen weiterdenken und approximative
Methoden fiir Félle entwickeln, in denen die Dynamik komplexer ist. Letzteres ist normalerweise bei je-
der Art von nichtlinearem Modell der Fall, bei dem der Hamiltonoperator und somit die Wirkung Terme
enthalten, die hoher als quadratisch in den generalisierten Koordinaten, z.B. Feld-Freiheitsgraden sind.

Im Gegensatz dazu ist bei sogenannten freien Modellen, mit einer hochstens quadratischen polynomi-
schen Wirkung, die vollstindige Berechnung des Pfadintegrals nicht komplizierter als die Durchfiih-
rung eines multivariaten Gaufischen Integrals. Das Ergebnis dieser Auswertung sind die Matrixelemente
des Entwicklungsoperators (7.1.32) und somit der Greenschen Funktion (7.1.13) der freien Schrodinger-
Gleichung. Diese kénnen dann verwendet werden, um z.B. eine Reihenentwicklung in Potenzen einer
gegebenen nichtlinearen Stérung des freien Modells zu erhalten. Wie dies zu tun ist, wird im Rahmen der
Quantenfeldtheorie behandelt.

7.2.1. Freier Schrédinger-Propagator

Wir beginnen mit einem im Allgemeinen hoher als quadratischen Modell> und approximieren es, um
die Greensche Funktion des freien Teils oder den freien Schrodinger-Propagator zu erhalten. Zu diesem
Zweck betrachten wir eine allgemeine klassische Wirkung (7.1.33) und entwickeln sie um die klassische

2Beispiel: Anharmonischer Oszillator: L = m(x?> — w?x?)/2 — AIx*[*/4!.
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7.2. Sattelpunkts-Entwicklung des Pfadintegrals*

Trajektorie, die aus dem Hamiltonschen Prinzip folgt,
08 [x]li=x =0, (7.2.38)

unter Verwendung von (A.2.5):

_ oS
S[x]zS[x]+fm

(x()-x({))dr
)

x=x(t

+1f( £) 528
- o — %) 22
2Joe " T Oxp0xp |,

Zur Vereinfachung der Notation wird x im Folgenden im Allgemeinen einen d-dimensionalen Ortsvektor
bezeichnen, x; = x(¢) eine zeitabhingige Position.

(7.2.39)
(X — X ) o

Betrachten wir als Beispiel die Wirkung des harmonischen Oszillators (7.1.35). Fiir dieses Modell ver-
schwinden die dritten und hoheren funktionalen Ableitungen identisch, und (7.2.39) ist bis zur zweiten
Ordnung exakt. Da der Term erster Ordnung aufgrund der Definition (7.2.38) von X als Ergebnis des
Hamiltonschen Variationsprinzips verschwindet, erhalten wir mit ¥; = x; — X;, dass

1
S [x] =S [f+ 3 f %SO x (7.2.40)
»

wobei die zweite funktionale Ableitung der klassischen Wirkung auf der klassischen Losung X, ausge-
wertet wird,

528
§ = —— (7.2.41)
5xl5x,r X=F
Aus (7.1.36) erhalten wir diese zweite Ableitung als
S == (07 +w?)o(t—1). (7.2.42)

S@|,—z, das die quadratische Ableitung und die ‘Massen’-Terme der klassischen Wirkung enthilt, wird
gemeinhin als der freie inverse Propagator bezeichnet, da er das Inverse des freien Propagators ist, d.h.
der Greenschen Funktion igg(#, #') des klassischen harmonischen Oszillators,

(67 + w?)igo (.0) =5(t 1) . (7.2.43)

Verwechseln Sie diese Greensche Funktion oder den Propagator des (klassischen) Oszillators nicht mit
der allgemeineren (feldtheoretischen) Greenschen Funktion (Operator) G(z, ') oder dem freien Propaga-
tor (7.1.13) des linearen Schrodinger-Operators i0; — Hy, der in Abschnitt 7.1.1 eingefiihrt wurde und den
wir im weiteren Verlauf dieses und des ndchsten Abschnitts fiir die Félle eines freien Teilchens und des
harmonischen Oszillators berechnen werden.

Wenn wir die Entwicklung (7.2.40) in das Pfadintegral (7.1.32) einsetzen und beriicksichtigen, dass der
klassische Pfad x; eine feste Losung der klassischen Bewegungsgleichungen ist, die nicht unter dem Pfa-
dintegralmaf integriert werden soll, konnen wir das Exponential der entsprechenden klassischen Wirkung
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herausteilen und erhalten

Xb>Th . cor= ~
U (Xpty, Xaty) = Dx &S = S1F 77 (01, 01,) | (7.2.44)

Xasla

. X =0,1p :
U (01, 01,) = f Di exp{(% f x,sgf)xﬂ)}. (7.2.45)
%,=0,1,

Beachten Sie, dass wir im Folgenden der Einfachheit halber in der Regel die Randbedingungen des Pfa-
dintegrals weglassen, die angeben, dass man ein Matrixelement zwischen den Zustédnden (x, = Xp, |
und | X,, t,) berechnet. Es ist dennoch wichtig, im Hinterkopf zu behalten, welche Art von Grofle das
Pfadintegral darstellen soll. In der QFT werden Sie z.B. im Rahmen der Beschreibung der Dynamik das
Schwinger-Keldysh-Pfadintegral kennenlernen, welches eine andere Bedeutung hat.

Bevor wir ein allgemeines Verfahren zur Auswertung des Gauf3schen Pfadintegrals (7.2.45) einfiihren,
lassen Sie uns kurz zur gewohnlichen Hilbert-Raum-Formulierung der Quantenmechanik zuriickgehen,
um eine Vorstellung davon zu gewinnen, was uns das Pfadintegral liefern sollte. Wir betrachten dabei
den noch einfacheren Fall eines freien Teilchens, bei dem der Potentialterm V im Hamiltonian H(t) =
Hy + V(£), mit Hy = p*/2m verschwindet.

Die Matrixelemente des entsprechenden Zeitentwicklungsoperators U (7.1.5) in der Ortszustandsbasis
konnen wie folgt mit Hilfe Wellenzahl-Darstellung dieser Zusténde berechnet werden,

Tik?
(xp | Uo (tp,14) | xa) = fdk(xhlkﬁxp{[—i%(lh _tu)}}<k|xa>

dk hik?
= f(Zn-)d exp{[ik (xp — x,) ]} exp{[—iﬁ (- ta)]} (7.2.46)

][ G = xa)? fdk' VLSRR
B T arrs 2o O TS

Hier haben wir wieder quadratische Ergédnzung durchgefiihrt, indem wir k" = ik — m(x;, — x,)/(tp — t4)
substituiert haben, bevor wir die komplexe Gaufische Integration im letzten Schritt durchgefiihrt haben.
Das verbleibende Impulsintegral wird unter Verwendung der Fresnelschen Formel (7.1.26) ausgewertet.
In d raumlichen Dimensionen ergibt dies

U (xpt t) = Ld/z EM (7.2.47)
Wb Xl =\ i -t P2 -1 | -

Beachten Sie, dass die Darstellung

it

. ia\"? @ 5 «
lim||—— exp{17x} =0 (x) (7.2.48)

der d-dimensionalen Delta-Distribution im Grenzfall #, = ¢, es ermoglicht, die Einheitsmatrix
Uty =6D(x-y), (7.2.49)

zu gleichen Zeiten wiederzugewinnen, wie erwartet.
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7.2.2. Gel'fand-Yaglom-Methode

Wir wenden uns nun der Auswertung des GauBschen Integrals der allgemeinen Form (7.2.45) zu, das
die Matrixelemente des Zeitentwicklungsoperators U definiert. Um das zu entwickelnde Verfahren zu
veranschaulichen, werden wir es verwenden, um das Ergebnis (7.2.47) fiir ein freies Teilchen zu repro-
duzieren und den Schrodinger-Propagator fiir den harmonischen Oszillator (7.1.35) zu berechnen, d.h.
einschlieBlich eines nicht verschwindenden “Massenterms” ~ w?x2/2.

Da die Kernel-Matrix S® im Exponential eine zweite Zeitableitung enthilt, vgl. (7.2.42), verwenden
wir hierfiir das Gel’fand-Yaglom-Verfahren [57], das es uns ermoglicht, das Fresnel-Integral iiber die
quadratische Form mit einer tridiagonalen Kernmatrix durchzufiihren.

Um das Verfahren einzufiihren, miissen wir das Pfadintegral ﬂba =U (013, 02,) erneut zeitlich diskreti-

sieren,
m n n+1 — X )2
~ Jj-1 2.2
Upa = 7}1—{120(27(16) 1—[ fdx, exp{[—l 2[ - - ewjij}. (7.2.50)
Wir definieren den Spaltenvektor X = ()?1, e, )Z,,)T sowie die n X n-Matrix
2 -1 0
-1 2 -1
1 . (et 0
so- Lfo 12 TLS B . (7.2.51)
- 2ie - 2 )
-1 0 (u,%
-1 2 -1
0 -1 2

Verwendet man (A.3.17) in diskretisierter Form, so ergibt das Gauf3sche Integral

ntl 1 1
~ . 1 \? " 2 . 1 @\
Uy, =1 - =1 - det § 7.2.52
¢ nLIElo(Zme) (det i(z)] n1—>r£lo(2me) ( ¢ ) ( )

mit dem reskalierten Kern

2 -1
S(Z) _ 2i6§(2) =l=1 2 “-.]=& . (7.2.53)

Gel’fand und Yaglom haben gezeigt, wie man die Determinante det S @ rekursiv berechnet [57]. Sie
definieren zunichst die Unterdeterminanten

d; = det gf) , (7.2.54)
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d.h. die Determinante der j x j-Untermatrix S 5,2) der ersten j Zeilen und Spalten von §' @ Man erhilt

dy =2-€uwl, (7.2.55a)
dy=d (2-€w3)- _1 _, (7.2.55b)
=dy
2-€ew? 0
dy=dy (2 - €w3) - (—l)det{( e _1)}
=dy (2 - ezwg) —d, (7.2.55¢)
S,(z) 0
dis1 =d;(2-€w?, ) +dety| =1 0
=i ) 0-1 -1 (7.2.55d)
= dj (2 - €2w§+1> - dj—l N
diy —2d; +d;_
= % = —o?,d;. (7.2.56)

Im Kontinuumslimes resultiert dies in der Differentialgleichung eines Oszillators, welche d bestimmit,
d() = -0 d (@) . (7.2.57)
Man definieren dann die funktionale Determinante als

D? (t,t,) = lim [ed (1)] . (7.2.58)

Diese geniigt der Differentialgleichung

d2
(ﬁ + w2(t)) D? (t,t,)=0, (7.2.59)
mit
D (t,,1,) = lim edy = 0, (7.2.60)
und p g d
) —lim | e 79 _im(1 = E02) =
-D (t,ta)tztu g%[s - ] 113%(1 Ewi)=1. (7.2.61)

Die resultierende Differentialgleichung fiir D®, zusammen mit den Anfangsbedingungen fiir D'® und
D@, bilden die Gel fand- Yaglom-Gleichungen fiir die funktionale Determinante des Fresnel-Pfadintegrals,
womit wir folgendes Endergebnis erhalten:

Upa = U (xpty, Xata) = 271 DDt 15)| 7 explis [%13). (7.2.62)

Der Phasenwinkel ist proportional zur klassischen Wirkung, wihrend Schwankungen um den klassischen
Pfad nur iiber den Realteil D® der (homogenen) klassischen Wellengleichung in den Vorfaktor einge-
hen. Dies gilt fiir alle quadratischen Wirkungen, die wir daher als (semi-)klassische Modelle bezeichnen.
Wihrend man in der Feldtheorie Modelle mit raumlichen Ableitungen betrachtet, sind in der Quanten-
mechanik die relevantesten Beispiele das freie Teilchen und der harmonische Oszillator:
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7.2.3. Beispiele: kraftefreies Teilchen und harmonischer Oszillator —
Bedeutung der Quantenfluktuationen*

(a) Freies Teilchen. Der Propagator des freien Teilchens (7.2.47) ist genau von dieser Form und be-
schreibt die lineare Bewegung zwischen zwei Punkten im Raum: w (r) = 0, m = 1:

= DPt)=t—1t,. (7.2.63)

SN2
= Uy, =27ty —1,)] exp{(%(xf—x:))}. (7.2.64)
b~ ta

(b) Harmonischer Oszillator. w () = konstant, so dass jede Losung eine Uberlagerung der Form ist
D? (1,1,) = Acos [w(t — t,)] + Bsin [w (t — 1,)] . (7.2.65)

Die Gel’fand-Yaglom-Anfangsbedingungen implizieren, dass

A=0, B=_ (7.2.66)
w
= DY(1)= W (7.2.67)
Daher
w 1/2 ) )

Uy, = (m) exp{(iS 1o [%15)} - (7.2.68)

mit w
Sto [X]2 = PR {2 + 22) cos [w (1 — 1a)] - 2%} - (7.2.69)

(Beweis: Ubung!) (7.2.68) wird Mehlers Formel oder Mehler-Kern genannt.

Die hier gegebenen Beispiele fiir die aus dem Pfadintegral berechneten Zeitentwicklungsmatrizen (Pro-
pagatoren) (7.2.64) und (7.2.68) des freien Teilchens bzw. harmonischen Oszillators erlauben es, einen
Eindruck davon zu vermitteln, welche Bedeutung die Quantenfluktuationen um den klassischen Pfad ha-
ben, welcher hier, aus dem GauBschen Pfadintegral bestimmt, in der Normierung [27iD®(ty,,)]7'/?,
vgl. (7.2.62) beitragen.

Wir betrachten dafiir die Wirkung des Zeitentwicklungsoperators auf eine Wellenfunktion zum Teitpunkt
t., welche die Ortsraum-Wellenfunktion y/(x;, t,) Zum spiteren Zeitpunkt #;, ergibt,

Y(xp, tp) fdxa U (xptp, Xata) Y(Xa,t,) .. (7.2.70)

Beispielsweise konnen wir y(x,,1,) = 6(x,) wihlen, die Eigenfunktion des Ortsoperators mit Eigenwert
x, = 0, d.h. das Teilchen ist anfangs exakt bei x = 0 lokalisiert. Die sich in diesem Fall fiir verschiedene
Endzeiten 7, ergebende Wellenfunktion ist als Animation auf der Webseite der Vorlesung zu sehen*

3Mebhler definierte eine Funktion dieser Form, die in moderner Notation in Form von Hermite-Polynomen entwickelt werden
kann. Siehe F. G. Mehler (1866), “Ueber die Entwicklung einer Function von beliebig vielen Variabeln nach Laplaceschen Func-
tionen hoherer Ordnung”, Journal fiir die reine und angewandte Mathematik (auf Deutsch) 66, 161 (vgl. S. 174, Gl. (18) & S. 173,
Gl. (13)) [58], sowie A. Erd’elyi et al. (1955), Higher transcendental functions. Vol. I, McGraw-Hill (S. 194 10.13 (22)) [59].
4Siehe https://www.kip.uni-heidelberg.de/gasenzer/teaching/ss24_qm_material.
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Die dort abgebildete Wellenfunktion (oberes Panel: (blau) Re ¢(xp, t;), (rot) Imy(xyp, 1)) zeigt, wie die
(auf x € [—o0, co] nicht normierbare) Wellenfunktion frei expandiert. Weiter entfernt von der anfanglichen
Position ist die Wellenzahl, d.h. die Teilchengeschwindigkeit groler. Die gezeigte Wellenfunktion stellt
also wie iiblich zu jeder Zeit t, eine Superposition von Aufenthaltsamplituden des Teilchens an verschie-
denen Orten x;, dar. Die lokale Phase exp{iS [)"c]g}, welche sich aus dem klassischen Anteil der Wirkung
ergibt, vgl. (7.2.44), spiegelt zunichst die Geschwindigkeit wider, mit der sich ein Teilchen innerhalb der
Zeit t, — t;, gleichméBig bewegen muss, um von x, = 0 nach x; gelangen zu konnen. Diese Geschwindig-
keit muf} somit in |x,| linear zunehmen.

Im zweiten Panel sind in blau die Wahrscheinlichkeitsdichte [(xp, #)|?, in rot der Phasenwinkel 6 = argys
mod 7 gezeigt. Der quadratisch in |x;| zunehmende Winkel entspricht dabei einer linear zunehmenden
Geschwindigkeit v = d,6/m.

Wihrend also die Phase, in fithrender Ordnung der Sattelpunktsentwicklung, aus dem klassischen Pfad
folgt, liefert das Gauflsche Pfadintegral iiber die Fluktuationen um den klassischen Pfad lediglich eine
zeitabhéngige Normierung der Funktion. Diese sorgt dafiir, dass limy,_,,, U (xptp, Xqtz) = 6(x4 — X;) und
wie erforderlich U,, einem Einheitsoperator entspricht. Die Superposition und komplexe Phase der Wel-
Ienfunktion y(x;, ;) ergibt sich demnach aber bereits ohne Beriicksichtigung der Quantenfluktuationen,
rein aus dem klassischen Pfad: Fiir das Auftreten von Interferenzphdnomenen sind diese Fluktuationen
also zunichst irrelevant.

Dennoch spielt der Fluktuationsbeitrag eine wichtige Rolle fiir die Interpretation der Wellenfunktion als
Wahrscheinlichkeitsamplitude, was sich zeigt, sobald man durch Einschrinkung des Volumens auf ein
endliches Intervall oder Wahl einer normierbaren Anfangsbedingung eine normierbare Wellenfunktion
¥(xp, tp) fur alle Zeiten erhilt. Eine solche sieht man in der dritten und vierten Animation, welche diesel-
be Wellenfunktion zeigen, jetzt aber fiir einen Gau3sch verbreiterten Anfangszustand der Breite x.

Fiir diesen Fall der Berechnung normierbarer Wellenfunktionen liefert der Fluktuationsbeitrag aus dem
GauBschen Pfadintegral die korrekte Normierung der Wahrscheinlichkeitsamplitude fiir alle Zeiten. Es
wird aber auch klar, dass man alternativ einfach mit dem klassischen Phasenfaktor exp{iS [)_C]Z} arbeiten
konnte, diesen etwa nutzen, um zur Zeit ¢, Momente (x,) von x;, zu bestimmen und das Problem der
fehlenden Normierung durch Herausteilen des Betragsquadrats der Wellenfunktion zu umgehen:

<¢/,lb|XZ|(!/,tb>
<lﬁ7tb|lﬁ7fb> .

Hier wird nochmals klar, dass in bestimmten Fillen die relevante Information der Quantenmechanik be-
reits in der komplexen Phase aus dem klassischen Pfad steckt. Der Grund hierfiir ist in der Tatsache
zu suchen, dass der Pfadintegralbeitrag fiir das einfache Beispiel einer in den generalisierten Koordina-
ten {x, p} quadratischen Wirkung ein GaufBisches (Fresnel-)Integral darstellt, welches unabhingig vom
klassischen Pfad ist. Sobald Wechselwirkungsterme hinzukommen, welche von der quadratischen Form
abweichen, werden i.allg. die Beitrdge vom Pfadintegral auch die Phase der Wellenfunktion beeinflussen.
Die Bedeutung des klassischen Pfads fiir die Welleneigenschaften der QM und die dadurch moglichen
Interferenzphinomene wird am Pfadintegral somit sehr deutlich. Wir werden diese Bedeutung im fol-
genden Abschnitt nocheinmal aus der Warte der klassischen Mechanik betrachten und zeigen, dass man
bereits von dieser ausgehend die Existenz der Schrodingergleichung hitte postulieren kénnen.

() = (7.2.71)

7.3. Wirkungswellen*

Dass die Wirkung S die Rolle eines Phasenwinkels mal 7 erhilt, ist eine wesentliche Tatsache der QM.
Letztlich spiegelt sich darin wieder, dass Teilchen im Rahmen der QM auch als Wellen beschrieben wer-
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den konnen. Dieser Wellencharakter und damit der Teilchen-Wellen-Dualismus deuten sich jedoch bereits
in der klassischen Mechanik an, was wir im Folgenden noch kurz beleuchten wollen.

Gemil der Hamilton-Jacobi-Theorie erfiillt das Wirkungsfunktional S = f "drL (') die

Hamilton-Jacobi-Gleichung

oS oS
— (g;,t) =—-H|— (gi,1),q;,1]. 7.3.72
(%(q ) (&Ii(q )sq ) ( )

Wir betrachten ein Teilchen, beschrieben durch die kanonischen Koordinaten (g;, p;), welches sich in
einem konservativen Kraftfeld bewegt, fiir welches gilt:

H=T+V =E = const. (7.3.73)
Die Wirkung lésst sich dann schreiben als

S [gi-t] = Solqi] - Et. (7.3.74)

7.3.1. Exkurs: Kleine Erinnerung an Hamilton-Jacobi

Man betrachtet kanonische Transformationen der generalisierten Koordinaten q und Impulse p auf

Q=Q(q,p.), P=P(q,p.). (7.3.75)

Die Hamiltonschen Bewegungsgleichungen bleiben invariant,

_on o

O = 9P, k= ~ 90 (7.3.76)

fiir eine geeignete transformierte Hamilton-Funktion A. In der Hamilton-Jacobi-Theorie versucht man,
H = 0 zu erreichen, um die Bewegungsgleichungen leicht zu Q = const., P = const. integrieren zu
konnen.

Wir betrachten eine beliebige Funktion F (q, Q, #), die von q, Q und ¢ abhéngt und

0°F, )
det #0 (7.3.77
(aqian )

erfiillt, d.h., die Determinate der Krimmungsmatrix moge nicht verschwinden. Wir benutzen sie als Ge-

nerator einer Transformation oF oF
1 1

P= Pi=——, 7.3.78

b 0q; ' 00; ( )
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7. Einfithrung in die Theorie der Pfadintegrale

welche sich als kanonisch erweist, da
dF, = 0,F,dt + aq,-Fldqi + BQ[FldQ,-
= 0,Fdt + pidg; — P,dQ;
= 0,Fdt +dS + Hdt — P,dQ;, (7.3.79)
= dS = P;dQ; — (H + 0,F)dr + dF, . (7.3.80)

Dasich dS und d§ = P,dQ;—Hdr (wie gewohnt wird tiberall die Einstein-Summenkonvention verwendet)
nur um ein totales Differential dF und in H = H + 0,F, unterscheiden, sind die Bewegungsgleichungen
unverindert. Dariiberhinaus ist A = 0, wenn F die Hamilton-Jacobi-Gleichung

H(q, dqF 1, z) +0,F; =0 (7.3.81)

erfiillt. Alternativ konnen wir eine erzeugende Funktion F (q, P, ) wéhlen, mit

=0, F 0i = 0p F 8°F =0 (7.3.82)
pDi = qil 2 i —O0p 12, aqlapl =V, D,
so dass
dS — dFy — d(QiP;) = P,dQ; — (H + 8,F,) dt (7.3.83)
und
HQ,P,1)=H(q(Q,P),p(Q,P),n +,F> (7.3.84)
verschwindet, wenn F»
H(q,04F2.1) + 8,F, =0 (7.3.85)
erfiillt. Man findet, mit P = 0 wegen H = 0, dass
dF .
d—tz = 0gF2q + OpFoP + O,F, (7.3.86)
—pigi-H=L = FzzfdtL:S. (7.3.87)

Fiir E = 0 steckt also die #-Abhiingigkeit von H = H + §,F, in d,F,, was weiterhin wegen H = 0 den
Ansatz (7.3.74) rechtfertigt, genauer:

d.h. H(q,0W/éq) = E, mit der Hamiltonschen charakteristischen Funktion W (q, P). Wegen P = const.
definiert W = const. eine Fliche im Raum der q. Wir nennen F, = §, W = §y. Die Flichen § =
const. bewegen sich und schieben sich iiber die Flichen W = const. hinweg, sie bilden im {q}-Raum
Wellenfronten, so genannte Wirkungswellen. Die Ausbreitungsgeschwindigkeit ist u || VS mit

u = u , (7.3.89)

) |VqSO

daaus dS =V,So-dq— Edr = 0 folgt, dass Edf = (VS - u) dr und somit @ senkrecht zur Wellenfront ist.
Weiterhin, da p = 0F,/8q = S /0q = VS, folgt

_ El _ |E]|
u=— ==

= = (7.3.90)
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7.3. Wirkungswellen*

wobei wir ein einzelnes Teilchen mit Impuls p und Geschwindigkeit v, v = |v| betrachten. Neben dieser
Teilchenbeschreibung kann also auch die Wirkungswellenbeschreibung herangezogen werden! Es gilt,
dass u und v (anti-)parallel sind. Setzt man fiir die kinetische Energie des Teilchens p*>/2m = E — V, so
folgt aus der Hamilton-Jacobi-Gleichung

I
o VeSof =E-v=-as-vV. (7.3.91)

und daraus 5
2 2 |E] 1
IV,So| = |VyS| = p* = — =087, (7.3.92)
Diese Gleichung beschreibt eine Wellenausbreitung im Rahmen der klassischen Mechanik, der so ge-
nannten Wirkungswellen.

7.3.2. Eikonaltheorie der Optik
Lichtausbreitung beschreibt man durch
2
V20 = 'Z—za?cb. (7.3.93)

Mit ®@ = skalares Potential, n = Brechungsindex, u = ¢/n = Lichtgeschwindigkeit im Medium. Losungen
sind z.B. die ebenen Wellen '
D = pe'*ren (7.3.94)

mitk = wn/c =2nv/u =2r/A, w = 2nv, u = vA. Mit kg = kpe, = Wellenvektor im Vakuum erhélt man
® = Pyelhotiz=en (7.3.95)

Jetzt sei n = n (r) ortsabhiingig, wodurch Beugung maglich ist. Wir nehmen eine schwache Anderung an,
n ~ const. iiber dr = A, und setzen
@ (r) = eA+iklL)=cl (7.3.96)

an, mit A = In (®y) = const. fiir n = const.

L (r) heilit Eikonal (griech. eix@v = Bild, Abbild), welches in der geometrischen Optik die Strecke eines
Lichtstrahls bezeichnet.’ Es gilt

V2P = V([VA + ikyVL] D) (7.3.97)
= ([V (A +ikoL)]* + V2 [A + ikOL]) (7.3.98)
= [(VA)2 — k% (VL)* + 2iko (VA) (VL) + V* (A + ikOL)] . (7.3.99)

Aus der Wellengleichung (7.3.93) folgt dann, dass (V2 + k*)® = 0, d.h.,

() V2L+2(VA)(VL) =0, (7.3.100)
(i) V2A+ (VA + k2 [n2 - (VL)Z] =0. (7.3.101)

Fiir die geometrische Optik gelten die folgenden Ndherungsannahmen:

e Aus der schwachen r-Abhingigkeit von A folgt n. Taylor: g << A/ [VA]|.

5 Auch Bruns-Eikonal, welches gemi$ dem Fermatschen Prinzip den kiirzesten Weg zwischen zwei durch optische Medien
getrennten Punkten beschreibt.
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7. Einfithrung in die Theorie der Pfadintegrale

o Wegen k2 = (211/49)* > (VA)* /A% dominiert dann der 3. Term in (7.3.101), was zur Eikonalglei-
chung der geometrischen Optik fiihrt:

2
(VLR =n’= 5. (7.3.102)
u

Die Losungen definieren Flachen konstanter Phase, d.h. Wellenfronten (L = const.).

o Die Eikonalgleichung ist formal identisch mit der Wellengleichung (7.3.89) in der klassischen Me-
chanik:
C2 5 E2
(VL)* = — e (VS = —. (7.3.103)
u u
Daraus folgt, dass die klassische Mechanik die selben Aussagen iiber S macht, wie die geometri-
sche Optik iiber L.

7.3.3. Heuristische Ableitung der Schrodinger Gleichung:

Man kann nun versuchen, die klassische Mechanik als geometrisch-optischen Grenzfall einer Wellen-
mechanik aufzufassen. Falls also ein Teilchen auch Wellencharakter haben soll, miissen wir ihm eine
Wellenlidnge A und eine Frequenz v zuordnen konnen. Es sollte

ky(L—ct)~S =W —Et (7.3.104)

entsprechen. Daraus folgt:
E ~cky~v. (7.3.105)

Der Proportionalitdtsfaktor muss die Einheit einer Wirkung haben. Er wird durch das Experiment festge-
legt, das Ergebnis kennt man:

E = hy, h=6,626-107*Nms. (7.3.106)
Weiter gilt: u = Av.
u El/p h
A=-—=—L == 7.3.107
= v E/h p ( )

was wir als de Broglie-Wellenlinge kennen. Aus der Wellengleichung folgt mit dem Ansatz  ~ e’ die
t-unabhingige Wellengleichung

) w? ) 2\
Vit g =Vy+|—| b=

V2 + zh—’;’ (E - V)} =0, (7.3.108)

und daraus )
h
(——V2 + V)W =Ey, (7.3.109)
2m
mit dem Hamilton-Operator H = —%Vz + V aus der klassischen Hamiltonfunktion und der Zuordnung
q-or, p — —iAV. (7.3.110)
Weiterhin ergibt ¢ ~ ¢! die Gleichung

iho = hwy = hwy = Eg, (7.3.111)
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was die Identifikation E ~» 10, erlaubt und uns motiviert, die Schrodinger-Gleichung fiir die Wellenme-
chanik aufzustellen:
ihow = Hy . (7.3.112)

Umgekehrt geht man nun von der Schrodinger-Gleichung aus und betrachtet die Eikonalndherung im
Rahmen der sogenannten WKB-Niherung.

7.4. Wentzel-Kramers-Brillouin (WKB)-Naherung

7.4.1. WKB-Phase

Wir setzen an: '
Y (x) =y (x)] " (7.4.113)

Und finden aus der SGL entsprechend (7.3.100) und (7.3.101) die Gleichungen:

) V2S +2(VS)(VIn(y]) =0, (7.4.114)
2
(ii) (VS =2m(E-V)+ I%Vz W , (7.4.115)

da V2In|y| + (VIn|y|)* = [y|~' V2 |y, nach Identifikation von n?k2 ~» (2m/h?) (E — V) und koL ~> S /.

Im Grenzfall von 5
Vgl 2m
< —(E-YV) (7.4.116)
[ n?

erhalten wir den geometrisch optimalen Limes, in dem der #2-Term in (7.4.115) vernachlissigt werden
kann. Dies wird auch als WKB-Niaherung bezeichnet.

Wir betrachten den einfachen 1D Fall. Aus (7.4.114) folgt dann:

6x(%ln(6XS)+ln|w|)=8xln(|c,b| Vo,S) =0, (7.4.117)
d.h. c
= , 7.4.118
Il 7S ( )
In der WKB-Niherung folgt aus (7.4.115)
0.8 =2m(E-V(x), (7.4.119)
d.h. i
S(x) ==+ f dx' \2m(E - V (x)) (7.4.120)
und c -
Yx)= Y —=—eiM] dpx) (7.4.121)
Zi: Vp ()
mit
p(xX) = 2m(E -V (x), (7.4.122)

dem lokalen Impuls des Teilchens.
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7. Einfithrung in die Theorie der Pfadintegrale

7.4.2. Bohr-Sommerfeld-Quantisierung*

Zum Abschluss nutzen wir die WKB-Niherung um Bindungszustinde in einem Potential V (x) zu be-
stimmen, welches in der Umgebung der klassischen Umkehrpunkte einer Oszillation linear im Raum

variiere.

Vixl

i %

bk///j a’

Abbildung 7.2.: Potential V(x)

aund b seien klassische Umkehrpunkte fiir gegebene Energien. Setzt mannun V—-E — V, x—b — x, so

kann man V in der Nihe von b linear ndhern,
V=Vux, V' <0,
und erhilt fiir die Schrédingergleichung bei b:

-2mV
h

E

l//’IZ—Cz)Cl,U, c=

Losungen dieser Gleichung sind die so genannten Airy-Funktionen,

Y (x) = Vx Jaigs (%sz) )

worin die Bessel-Funktionen J, (z) die Losungen der Besselschen Differentialgleichung,

& 1d n’
L= e=o,
[dz2 i zdz +( z? )} @

sind. Am Umkehrpunkt erhalten wir die charakteristische Linge

1_32/32 2 1/3
0= \2¢) “\mv]

Weit entfernt vom Umkehrpunkt gilt

2
Yi(x) = x4 cos(?cxy2 F 7_6r - g) )

Fiir x — oo ist

Tap(il?..) = Ae™ + Be /@, f20.
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7.4. Wentzel-Kramers-Brillouin (WKB)-Niherung

Beide Losungen . miissen also so kombiniert werden, dass ¢ regulér bleibt. Da

X d / / 2
f %(x) = Sex? (7.4.130)
ist, kann man dann die Koeffzienten ¢, bestimmen und erhilt
C 1
W (x) = cos(— f dx'p () - f) (7.4.131)
Vr  \ds 4
und bei a | .
(o x b g
W (x) = cos(—f dx" - [— fdx’p (x) - —D . (7.4.132)
V(o \dp hJp )73
Es muss nun gelten: (7.4.131) = (7.4.132), sowie C’ = +C. Daraus folgt dann, dass
1., . ox
—f dxX'p(x') =< +nnm, (7.4.133)
nJ, 2
d.h. die
Bohr-Sommerfeldsche Quantisierungsbedingung
! dx'p(x') = +1 (7.4.134)
o Xp()=nts. 4.
Diese stellt fiir groBe n eine gute Ndherung dar. Die Bedingung fiir deren Giiltigkeit lautet
dp| P> _ . p
— — =2n=. 7.4.135
ax| S T ( )
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8. Streutheorie

In diesem vorletzten Kapitel behandeln wir nochmals eine spezielle Klasse von Potentialproblemen: Wir
befassen uns mit den Streuldsungen der Schrodingergleichung in d = 3 beziehungsweise d = 1 Dimensio-
nen, d.h. mit im Unendlichen oszillierenden und dementsprechend ungebundenen Wellenfunktionen. Die
quantenmechanische Streutheorie hat heute grofSe Bedeutung von der Atom- und Molekiilphysik (z.B.
Niederenergiestreuung in ultrakalten Gasen und Resonanzspektroskopie der Molekiilstruktur) bis zur
Hochenergiephysik (insbesondere Elementarteilchenstreuung, Neutronenphysik, tief-inelastische Streu-
ung an Kernen und Baryonen, sowie Astroteilchenphysik).

Wir betrachten typische Streuprobleme, bei denen der Streuer (das Streupotential) endlich ausgedehnt ist,
aber klein gegeniiber den Abmessungen des Systems. Im folgenden beschreiben wir den Streuer durch
ein Potential V (x) = V (|x|) um den Ursprung.

Einfallende und auslaufende Wellenpakete seien nicht iiberlappend, mit Ausnahme von exponentiell ab-
fallende Flanken. Die Breite im Impulsraum sei so scharf, dass die Verbreiterung wihrend des Experi-
ments vernachléssigbar ist. Nach (2.2.51) ist dies der Fall, wenn

mh

(Ap)-, < 5

(8.0.1)

so dass (Ap)2 1 /m* < 12 [(Ax)] ~ (Ap)™,.

8.1. Streuung eines Wellenpaktes und stationare Zustande

8.1.1. Wellenpaket

Wir betrachten ein Wellenpaket v (X, #p), welches sich mit dem mittleren Impuls (p) = 7iky bewege, d.h.,
ausgedriickt in dessen Fourierzerlegung,

dk .
wei = [ S ¢ ) (8.12)

sei das Maximum der Funktion v (k, #) bei ko, entsprechend eines mit Geschwindigkeit v = 7iky/m in
Richtung des Streuers bewegten Teilchens.

Das Streuproblem besteht dann darin, die Wellenfunktion i (x, # — oo0) nach Streuung an V zu bestimmen.
Um eine Losung hierfiir zu erhalten, gehen wir wie folgt vor:

(1) Zunéchst entwickeln wir ¢ (X, f) in Eigenfunktionen ¢ der stationdren Schrodingergleichung,

2
e v - B =0, (8.1.3)
2m
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zu den Energieeigenwerten E; = k?/ (2m) der freien Bewegung. Dies definiert die Amplituden Ay,

dk
Yo (X, 1) = f Uk () A (to) (8.1.4)

@n)’

oder, mit Yy (x) = 2n)3? (x| ¢y ), als allgemeine Zustandsvektoren geschrieben,

|l//o>=fdk|l!/k><l//k|l//o>~ (8.1.5)
Die Zeitentwicklung in dieser Basis konnen wir direkt angeben:
Y (x,10) = f (2(171()31/& (X) Ay e HEi=0) (8.1.6)
alternativ wieder als
) = [ kT (ol e HEC, (8.1.7

8.1.2. Formale Lésung der stationdaren Schrodingergleichung

Als nichstes bestimmen wir die allgemeine Struktur der Streuzustdnde |y ). Wir schreiben die stationire
Schrodingergleichung wie folgt um:

(V2 + )i (0 = v () v (). (8.1.8)
v(x) = Zm%zx) (8.1.9)

Dies ist eine inhomogene Helmholtz- bzw. Wellengleichung, zu deren Losung wir zunichst die Green-
sche Funktion bestimmen.

Zur Erinnerung: Greensche Funktion der Wellengleichung
(V2 + 1) G (x—x) =69 (x - X) . (8.1.10)

Fiir die Fourier-Transformierte,
Gk (q) = f dy e Gy (y) . (8.1.11)

folgt die algebraische Variante der inhomogenen Differentialgleichung (8.1.10),

(-7 +K) G (@ =1. (8.1.12)
Formal erhalten wir somit )
G()—fd_qi (8113)
kY = (27.()3 —q2+k2. ..

Die Fouriertransformierte der Greenschen Funktion, [(k — ¢) (k + q)]_l, weist also Pole bei ¢ = +k auf.

Um Konvergenz des Integrals zu gewdhrleisten, muf} eine Regularisierung eingefiihrt werden, z.B. der
Art

d iq-x
G (x) = —lim | —

_, 8.1.14
&—0 (27{)3 q2 -k Fie ( )
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sodass die Pole gemél

+) . _ . € 212, 2

G q—i(k+1ﬁ) = g =k +1g+0(s), (8.1.15)
). - £ = -

Gk . q= i(k—lﬁ) = q2 = k2 —18+O(82) . (8116)

in die komplexe Ebene verschoben werden. Da der Energienenner nicht von der Orientierung der Impulse
abhingt, liefert die Winkelintegration:

1 o0

. 2d elqr7 ]
G (x) = fdzf(qz)‘éq o mitr=K>0)
00
1 o0
fdzf quq elqr7
) n)* ¢* - P -k Fie
gedg

= 8.1.17

4ﬂ21rfq 2_k2Fxie’ ( )

Wegen r > 0 kann die Integration in der oberen Halbebene geschlossen und mit Hilfe des Residuensatzes
ausgefiihrt werden, sodass wir den folgenden Ausdruck fiir die Greenschen Funktionen der Helmholtz-
Gleichung erhalten,

in 2q eiqr ettkr
G (x) =~ = 8.1.18
k) Ar2ir q £k lg=sk 4rtr ( )
Gf:) heif3t retardierte, GE) avancierte Greensche Funktion.
Mittels G,(:) konnen wir die inhomogene Schrédingergleichung 16sen,
Y (x) = % + fdx'G,(:) x-x)v(x)yx(x), (8.1.19)

wobei e** die allgemeine Losung der homogenen Gleichung (V2 + kz)df(m ist. Einsetzen ergibt die

Streuwellenfunktion zur Wellenzahl k der einfallenden ebenen Welle:

. m eiklx—xl
Y (X) = elkx —_— f dx’ V(x) iy (x) (8.1.20)

27h? Ix — x’|

einfallende ebene Welle —_———
auslaufende Kugelwelle

Wir haben die stationdre Schrodingergleichung somit in eine Integralgleichung umgeschrieben. Weit
weg vom Streuzentrum gilt [x| > |x’|, und damit

klx — x|—k[x -2x-X +x'2]1/2
Ekr—k—x’ =kr-k'-x, (8.1.21)
r

mit K’ := k (x/r) = kX. Damit 148t sich die Losung als Superposition aus einer
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8.1. Streuung eines Wellenpaktes und stationéire Zustinde

Einfallenden ebenen und einer auslaufenden Kugelwelle,

. ikr
U (x) = ¥ + eTfk @, 9) , (8.1.22)

mit Streuamplitude  fi (9, ¢) = dx’ e ® Xy (x) gy (x) (8.1.23)

m
27h?

schreiben. Dass der 2. Term eine auslaufende Kugelwelle darstellt, folgt aus der radialen Stromdichte,

fik &,
mr?’

&7 Im W o.0) = (8.1.24)
m

Obige Ausdriicke geben die allgemeine Struktur von Streulosungen wieder. Um das Streuproblem zu
16sen miissen wir die Streuamplitude berechnen .

8.1.3. Streuung eines Wellenpakets

Mit Hilfe der soeben bestimmten allgemeinen Streuldsung berechnen wir die Streuung des Wellenpaktes

Yo (X, 1):

dk .
wei = [ G €0 )

= f %Vlo (k, 1) [wk (x) + % f dx’%wwk (x')] . (8.1.25)
Fiir ky > |k — Ko/, d.h., kleine Streuwinkel, gilt:
k= (ko +k—ko)® = Jk2 +2Ko (k — ko) = ko | 1 + l}i—g(k—ko)} ko ok, K= l]:_z (8.1.26)
Damit ist
f %lﬂo (K, 1) ey (x') = f %% (k. 1) &5y (x) (8.1.27)
= yo (Ko [x = x| .10y, () = 0, (8.1.28)

da das Wellenpaket zur Startzeit f, weit weg vom Streuer zentriert ist, in negativer ko-Richtung wihrend
es hier im ersten Faktor in positiver Richtung ausgewertet ist. Daraus folgt, dass

Yo (K, 19) = A (fo) (8.1.29)

gilt, vgl. (8.1.4). Durch einsetzen in (8.1.6) erhalten wir die t-Abhéngigkeit:

dk )
Y (x,0= f 27 o (K, 10) Yy (x) e Ex=io)/h

dk eilkr—Ex(t=0)/h]
— Yo (X, t)+f sYo (k. 10) ————— A (. 9) . (8.1.30)
x|—c0 2n) r
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8. Streutheorie

Der erste Term stellt das ungestorte, durchgehende Wellenpaket dar. Mit k = K - k folgt fiir den 2. Term,
mit fi = fi,,

fko &, ) (A ) .

W(X, t) = WO (X’ t) + flﬁo kOrat (8131)

Yo (Ror, t) hat in radialer Richtung die gleiche Form wie das einfallende Wellenpaket. Die Wellenfunktion
ist nach der Streuung also eine Superposition aus dem durchgehenden und dem mit fy, (3, ¢) /r gewich-
teten, in (4, ¢)-Richtung ,,abgelenkten® Streuwellenfunktion.

Anmerkungen:

o Obiger Ausdruck gilt nicht, wenn starke Streuresonanzen die Form des Wellenpakets verindern.

e Er gilt auch nicht fiir langreichweitige Potentiale wie das Coulomb-Potential. Solche Potentiale
haben keine reinen Kugelwellen als Streuwellen .

8.2. Streuquerschnitt

Wir definieren den differentiellen Streuquerschnitt wie folgt:

Definition 8.1. Differentieller Wirkungsquerschnitt

d_O' _ #Teilchen gestreut nach dQ um €
dQ dQ
dN (Q)
= 8.2.32
N, eind(2 ( )

mit Ny = f dt jn; dN(Q)= f drj. r* dQ.

—00 —00

Hierin verwandten wir den Wahrscheinlichkeitsstrom jei,, welcher dem einfallenden Wellenpaket ent-
spricht, und die daraus mittels der Kontinuititsgleichung abgeleitete Norm Ny,

. h . 7k

Jein = — Im (W Vo) = — o (x, 0, (8.2.33)
m m
ko ,

Nen = —° f A’ |wo (xquetie- )| - (8.2.34)

—00

Aus der radialen Ableitung des in Ko-Richtung auslaufenden Wellenpakets,

A dk ¢ LB (1—
0 (kor, t) =0, f _(27r)3 elk'kor,po (K) e iEx=to)/h

_ f (de)3ik~f<0 eikkorwo k) e iE(i=10)/h
n

= ikoy (f(or, t) (Maximum von g (K, 1) bei kg ), (8.2.35)
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8.3. Partialwellen-Analyse*

folgt:

r =

. A
j, = Elm(wwg (kor, t)@r%!ﬂo (koﬂf)]

Q 2
_tholf @),

ort) . (8.2.36)
m

und somit gilt

AN (Q) = f dt j,dQ 7 = |fig (Q)|2d9hmﬁ f dt‘l//o (Ror,t)'z. (8.2.37)

Vernachldssigt man die Dispersion des Wellenpakets, so sind die Zeitintegrale in (8.2.34) und (8.2.37)
gleich — anderfalls wiirde eine transversale Verbreitung die lokale Wahrscheinlichkeit erniedrigen. Damit
ergibt sich der

Differentielle Wirkungsquerschnitt:
do
— = |fi, Q) 2.
1) i (D7, (8.2.38)
sowie, durch Integration tiber alle Winkel, der
Totale Wirkungsquerschnitt:
o= fdQ fi, (). (8.2.39)

Anmerkung: Weniger Arbeit macht die Berechnung fiir die stationdre Losung:
Die Stromdichte der einfallenden ebenen Welle ergibt sich zu

h . . nk
Jein(K) = ’— Im (e v &) = ﬂ, (8.2.40)
m m
die der auslaufenden Kugelwelle, vgl. (8.1.24),
nk |f (Q)?
Jr(k) = —lf(2)| , (8.2.41)
m r
aus deren Verhéltnis man sofort 5
r jr 2 do
L F(QP = — 8.2.42
T If () 10 ( )

erhdlt.
8.3. Partialwellen-Analyse*

Im folgenden besprechen wir in groerem Detail, wie die Streuwellenlosungen konstruiert werden kon-
nen. Da das Streuproblem fiir ein rotationssymmetrisches Potential, V (r) = V (|r|), zylindersymmetrisch
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8. Streutheorie

ist und dariiberhinaus die gestreute Welle die Rotationssymmetrie des Potentials widerspiegelt, konnen
wir, unter der Voraussetzung eines solcher Art symmetrischen V die Losungen ¢y (x) in Kugelflachen-
funktionen entwickeln. Wir erhalten stationdre Losungen, die auch Eigenfunktionen des Drehimpulses
sind und die man im Kontext der Streuung als Partialwellen bezeichnet. Das asymptotische Verhalten
dieser Partialwellen werden wir durch Phasenverschiebungen charakterisieren, die sogenannten ,,Streu-
phasen®.

8.3.1. Kontinuumslésungen im sphérischen, stiickweise konstanten Potential

Fiir die Entwicklung allgemeiner Streuwellenfunktionen ist es zunéchst notwendig eine geeignete Ba-
sis solcher Partialwellen zu bestimmen. Zu diesem Zweck losen wir die Schrodingergleichung fiir ein
einfaches sphirisches Potential, das rotationssymmetrische Kastenpotential, welches durch

V()= -Vod(r)6(a—r) (8.3.43)

definiert ist. Dieses Potential ist, {iber das hier gesteckte Ziel hinaus, von allgemeiner Bedeutung fiir
die qualitative Analyse kurzreichweitiger Potentiale in der Molekiil- und Kernphysik, da insbesondere
Niederenergie-Streuung in guter Niherung durch wenige Parameter beschrieben werden kann, hier Aus-
dehnung a und Tiefe V, des Potentialtopfs.

Die stationdre Schrodingergleichung Hz//(r, 0, ¢) = Ey(r,0, ¢) hat gemill Abschnitt 4.5, nach einem Sepa-
rationsansatz der Eigenfunktionen y(r, 6, ¢) = R/(r)Y}"(0, ¢) in Kugelfldchen- und eine radiale Funktion,
in radialer Richtung die Form:

h2
2l
Mit k = #~' v2m (E — V), V = konstant, und p = kr vereinfacht sich die Gleichung in ihrer Form, hier in
die

& + 20, - LD
r r

r

) +V () - E} Ri(r)=0. (8.3.44)

Besselsche Differentialgleichung:
2 Il+1
[a; + =0, - (—2) + I]R, (p)=0. (8.3.45)
p P
Fiir / = 0 hat sie einfache Losungen,
(@+1)(oRp) =0, also Rye {S‘%,—Cojp} . (8.3.46)

Man findet folgende
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8.3. Partialwellen-Analyse*

Allgemeine Losungen der Besselschen DGL:

e sphirische Besselfunktionen:
1.\ sin P
Ji(p) = (—p)’(—ﬁp) —, (8.3.47)
p p

e sphirische von Neumann-Funktionen:

1.\ cos
n (p) = —(—p)’(—ap) =P, (8.3.48)
p p
Daraus erhalten wir die sphirischen Hankelfunktionen:
= ji+i 8.3.49
1 - .]1 iy, ( Yo N )
h® = ji—iny, (8.3.50)

mit h"* = % exp (zip) /p.

Daraus bestimmen wir die Streuzustéinde fiir den sphirischen Potentialtopf, welche Kontinuumslosungen
mit Energien E > 0 darstellen:

| Ajign), r<a, q=\N2m(E+Vy)/h
R’(r)"{ Bji(kry+Cny(kr), r<a, k= \2mE/h ' 8.3.51)

Aus der Anschlussbedingung

0, Bo,j,+Co,
Gedt\ - _ 20T Gl (8.3.52)
Jl lp=qa Bji+Cn p=ka
bei r = a ergibt sich der Quotient B/C. Fiir r — oo erhalten wir, mit
: In In
sin(p — % cos(p— %
Ji (p = 00) ~ M n (p — o0) ~ _M, (8.3.53)
P p
sowie
C
5 =: —tand; (k) , (8.3.54)
die asymptotische Form der Losungen,
B . I C I
R (r) = o [sm(kr— 3) -3 cos (kr - E)]
B 1 I
=———sinlkr— = +6,k)]| . 8.3.55
kr cos o, (k) Sm( rmg ol )) (8.3.55)

Diese entsprichen, gegeniiber einer freien Kugelwelle (sin p)/p um 6;(k) phasenverschobene Kugelwellen.
Fiir [ = 0 erhélt man aus der Anschlussbedingung bei r = a die Phasenverschiebung

k
dp = arctan (— tan qa) —ka. (8.3.56)
q
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8. Streutheorie

Fiir verschiedene Potentialtiefen kann 6y groer oder kleiner Null sein, je nachdem, wo der oberste Bin-
dungszustand im Potential liegt. Ohne Bindungszustand ist g > O fiir Vi > 0 bzw. 6y < 0 fiir Vy < 0.

8.3.2. Entwicklung nach Kugelflachenfunktionen

Wir kehren jetzt zur Losung des Streuproblems fiir allgemeine Potentiale zuriick und bestimmen die Ent-
wicklung der Wellenfunktionen der Streuzustinde in Partialwellen. Die Streuwellenfunktionen (8.1.22)
bestehen aus einer einlaufenden ebenen Welle sowie einer auslaufenden Kugelwelle. Die ebene Welle
konnen wir in die auf der Kugeloberfliche S 2 vollstindigen Kugelflichenfunktionen wie folgt entwickeln,

=) }]cmmk)n<k>yw<ﬁ> (8.3.57)

1=0 m=-1

mit Koeffizienten ¢, und radialen Funktionen j;, welche wir im folgenden bestimmen wollen. O.B.d.A.
nehmen wir an, dass k = k€,. Da auf der linken Seite der Gleichung k - x = kr cos 6 unabhéngig von ¢ ist,
kommt auf der rechten Seite nur Y}y vor, und wir erhalten:

gikreosd _ Z Ayjy (kr) (
=0

+1 )2 P;(cos0) . (8.3.58)

=Yi(6)

Nur die j; (kr) sind regulér bei r — 0 und tragen bei! Mit der

Orthogonalititsrelation der Legendre-Polynome (4.4.97),

1
f dzP (D) Py (2) =221+ 1) 6y (8.3.59)

-1

erhalten wir durch Multiplikation von (8.3.58) mit P;(z) und Integration iiber z = cos 6:

1
Ay ji kr) = [r 21+ 1)]'? f dz Py (z) €%, (8.3.60)

-1
Wir untersuchen das Verhalten des fithrenden Terms fiir » — 0: Da P; (z) ein Polynom vom Grad [ ist,
folgt, dass X = a4 Py (2) + ein Polynom vom Grad k — 2 ist, mit einer k-abhingigen Konstante @, denn
k k(.2 k
2KIP () = @) (2 -1) (8.3.61)
vgl. (4.4.97). Desweiteren gilt wegen (8.3.59): fz PP, = 0 fiir k < [. Daher tragt erst der Term (ikrz)l /1!
in der Entwicklung von ¢*"Z um r = 0 bei und es gilt

1

1
2! (l|)2 D+l (l')Z
I _ 2
fdsz(Z)Z —[ o ]fdzPl(z) 6350 @Ir D1 (8.3.62)
-1 -1
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8.3. Partialwellen-Analyse*

Damit erhalten wir

, (ikr)! 211 .
Ayjy (kr) = ST [z 2L+ D] + O ((kn)'*!) . (8.3.63)
Mit l
. (kr) '
i (kr) = PIERTIT O((kn'*") (8.3.64)
folgt daraus, dass
A =il [4n L+ 1)V2 (8.3.65)

da (21 + 1)1 = (21 + 1)1/ (2'11). Also finden wir die

Entwicklung ebener Wellen nach Kugelflichenfunktionen Y),:

M= 3@ 1) ji k) Pr@) = ) i AT QI+ 1) Yig 6) (8.3.66)
1=0 =0

8.3.3. S-Matrix und Streuphase

Wir fahren nun mit der Entwicklung der Streuwellenfunktionen (8.1.22) fort: Da V kugelsymmetrisch
ist, muss die Streuvamplitude fx (6,¢) = fx (6) zylindersymmetrisch sein, so dass wir sie wie folgt in
“Partialwellenamplituden” f; entwickeln konnen:

o

fe®) = D L+1) fiPi(cos (6)) (8.3.67)

=0

Um diese Amplituden f; zu berechnen, entwickeln wir zunichst Yy (x) nach Yjy und Losungen R; (r) der
stationiren Schrodingergleichung zum Eigenwert E = 2k /2m,

[ai +k - l(lr—;l) - %V(r)] R (r) , (8.3.68)

vgl. (4.5.128). Die Koeffizienten der Partialwellenentwicklung von ¥k (x) sind, in Analogie zu (8.3.44)
und (8.3.60), diese Radiallosungen R;:

00

) = i QL+ DRI P (@) (8.3.69)

=0

Fiir die Parametrisierung (8.1.22) mittels Streuamplitude fi betrachten wir den Limes » — oo und setzen
V(r— o) =0:!

Ri(r) = Bi[h? (kr) + S (E) i (k) (8.3.70)
- iB; ikl _g () gitr-/2) | (8.3.71)
roc kr |~—— —
einlaufende auslaufende
Kugelwelle

! Genauer muf} das Potential lediglich schneller als V (r — o0) < 1 /r? abfallen.
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8. Streutheorie
Einsetzen der Partialwellenentwicklung von exp{ikrz} und von fx in ¢ (x) aus (8.1.22) liefert fiir r — oo:
20+1 i, . .
Y (X) = Z 2 b (cos ) [1—, (e“’”"’”” - e_‘(k’_l"/z)) +kf; e‘k’] ) (8.3.72)
= kr 2i

Ein Vergleich der einlaufenden Wellen ~ e *" in (8.3.71) und (8.3.72) liefert B, = 1/2.

S (E) ist eine von k und damit von E abhingige Amplitude. (Im Rahmen der allgemeinen Streutheorie
sind die S; (E) Eigenwerte der S-Matrix.) Man findet fiir den radialen Strom der /ten Partialwelle:

Jra= Z(R}‘ﬁrR/) = —# (1-1s:B0), (8.3.73)

unter Nutzung der Asymptotik von hgl) und Weglassen von |P; (z)]*> > 0.

Wegen der Wahrscheinlichkeits-Erhaltung muss fiir jedes [ gelten:
Jrn=0, (8.3.74)
damit durch jede Kugelschale soviele Teilchen ein wie auslaufen, daraus folgt, dass
IS;(E) =1, V. (8.3.75)

Daher muss S; die Form 4
S,/ (E)y= ¢, 6§ €eR, (8.3.76)

haben. Damit wird
1 )
Ri(r) =5 [n® kr) + 2 ERD (k)]
= & [, (kr) cos & — n; (kr)sin 8] . (8.3.77)

Die Wirkung des Potentials ist also lediglich eine Phasenverschiebung! Der Vergleich von (8.3.71) und
(8.3.72) ergibt die

Partialwellenamplituden ausgedriickt in den Streuphasen 6; = §;(k):

&30 — 1 e¥sing,
= = . 8.3.78
fi 2ik k ( )

Daraus erhalten wir die
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Partialwellenzerlegung der Streuamplituden,
1 & .
fi(0) = B Z 21+ 1) € sin¢; P (cos b) , (8.3.79)
1=0

sowie des differentiellen Streuquerschnitts,

do

1 .
e Z QI+ 1D QI +1) 9 sing,; sindy Pr(z) Pr (2) , (8.3.80)
Lr

und somit des totalen Wirkungsquerschnitts:

o0 47r o0 )
U:ZO’Z - FZ(ZH 1)sin® (8.3.81)
=0 =0

Anmerkung:
In der Summe iiber [ treten nur / mit / < ka auf, mit a ~ Reichweite des Potentials.

o Kilassisch: Der Stoparameter d ist kleiner als die Reichweite a.

e QM: Fiir r > a wirkt nur das Zentrifugalpotential LI+ 1)/ (2mr2).

Fiir E = #%k*/ (2m) ist der klassische Umkehrradius an diesem ry; = VI(I + 1)/k. Fiir r < ry fallt daher
¥ (Ix|) exponentiell ab. Ist also r; > a, so ,,spiirt* ¢ nichts von V, d.h., die Streuung erfolgt nur fiir

Vid+ ) =I<ka. (8.3.82)

Daraus folgt, dass fiir k — 0 nur s-Wellen-Streuung (/ = 0) moglich ist. Diese ist von zentraler Bedeu-
tung fiir die Niederenergiestreuung von Atomen in ultrakalten Atomgasen und Bose-Einstein-Kondensaten
zwischen Alkali-Atomen, welche kein permanentes Dipolmoment aufweisen.

8.4. Optisches Theorem

Aus der Partialwellen-Entwicklung von fi folgt:
1 (&9

Im fx (6) = x Z 21+ 1)sin® (8) P (2) . (8.4.83)
1=0

Vergleichen wir dies nun mit der Entwicklung fiir o, so erhalten wir das

Optische Theorem:
4
o= 7” Im fi (0) (8.4.84)

d.h., der Streuquerschnitt ist occ Imaginérteil der Streuamplitude in Vorwirtsrichtung.
Diese Aussage entspricht der Erhaltung der Wahrscheinlichkeitsdichte im Streuprozess.

Das Optische Theorem gilt allgemein auch fiir nicht-sphérische Potentiale.
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9. Zustand und Messprozess

Erinnern wir uns zundchst an den axiomatischen Aufbau der Quantenmechanik, den man in 5 Postulaten
zusammenfassen kann:

1. Ein physikalischer Zustand entspricht einem Vektor |¢ ) in einem unendlich-dimensionalen Vek-
torraum H (Hilbertraum).

2. Jede Observable (MessgroBe) entspricht einem hermiteschen linearen Operator A : H — H.

3. Sei |¢ ) = ) ¢, |n). Die Wahrscheinlichkeit zur Messung von a,, ist gemif der Bornschen Regel

P(Messung von A auf |y ) ergibt a,) = |c,[* = (¢ | Py |0/ (9.0.1)

wobei IA’W der Projektor ist auf |n ). Die Messung von a, fiihrt zu einem Kollaps des Zustandes

) = [n).

4. Die Zeitentwicklung von |¢ ) fiir geschlossene Systeme, die durch die Schrodingergleichung be-
schrieben werden konnen, lautet:

ihd|w)y=H|y)=H|y), H =Hamilton-Operator. (9.0.2)
5. Bei einer Messung geht | ) in |n) iiber, wenn der Messwert von A gleich a,, ist (nicht-entarteter
Fall).

Bemerkung: intrinsischer Probabilismus:
Fiir ein Ensemble aus Teilchen in | ) konnen wir den Zufall des Messausgangs nicht auf die Unkenntnis
des Zustands zuriickfithren, wie das fiir den statischen Zufall der Fall war.

Im Folgenden stellen wir die Frage, ob die Quantentheorie durch verborgene Parameter ergénzt werden
kann und inwiefern das Axiom 5 im Rahmen einer quantenmechanischen Behandlung des Gesamtsy-
stems abgeleitet werden kann.

9.1. Dichtematrix

9.1.1. Reine und gemischte Gesamtheiten

Zur Unterscheidung des intrinsisch-quantenmechanischen und des statistischen Zufalls eignet sich die
Dichtematrix p, die man auch als statistischen Operator oder Dichteoperator bezeichnet.

Definition 9.1. Zum Zustand | ) € H definieren wir den linearen Dichte-Operator (Dichtematrix)

p=ludul: H—-H. (9.1.3)
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Alle physikalischen Groflen konnen mit Hilfe von p bestimmt werden:

e Die Berechnung der Mittelwerte erfolgt als
<A>|¢>=<w|A|w>=Z<w|n><n|A|w> (9.1.4)
= > (nlAly)(win)

=Z<n|A,a|n>. (9.1.5)

Mit der Spur Sp 0= >{n| O|n) = Tr O (“trace®) fiir {| n )} Orthonormalbasis von H lisst sich dies

kompakt schreiben als

(Adyy = SP(APiy)y) . 9.1.6)

Dabei ist zu beachten, dass die Spur basisunabhingig ist und Sp(AB) = Sp(BA) gilt (Zyklizitat).

e Die Wahrscheinlichkeit a,, zu messen ist also
P(a, wird gemessen) = (| P,y |¢) = Sp(P},yp) . 9.1.7)

Die Dichtematrix p| hat folgende Eigenschaften:

) Sppyy=1 , demn Spp=(yly)=1, (9.1.8)
(ii) pP=p , denn |y )yl )(yl=1y)(yl, (9.1.9)
=1
(iii) pl=p , denmn |y) =(y]. (9.1.10)

Auch die Schrodinger-Zeitentwicklung kann als Gleichung fiir die Dichtematrix geschrieben werden.
Ausgehend von der Schrédingergleichung fiir den Zustand,

o, \yy=H|y), bzw. —ihd, (| =(y|H, (9.1.11)

berechnen wir:
ih0ipyy = 1RO |y N (W |+ ) 0 (¥ ) 9.1.12)
=Hy)yl-y)(y|H. (9.1.13)

Wir erhalten somit die
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von Neumann-Gleichung

iho,p=[Hp bzw. 8,p=-=[Hp]. (9.1.14)

Man beachte, dass diese Gleichung nicht mit der Heisenbergschen Bewegungsgleichung fiir Operatoren
im Heisenberg-Bild,

A 1 A A
0:0(t) = ﬁ[H,O(t)], (9.1.15)
kein Minuszeichen!

(Heisenbergsche Bewegungsgleichung)

zu verwechseln ist!

Reine Zustande (Gesamtheiten)

Wir wollen uns nun erneut der Interpretation des Zufalls zuwenden. Wir erinnern uns, dass die Bedeutung
des intrinsisch-quantenmechanischen Zustands wie folgt zu verstehen ist: Gegeben sei ein Ensemble von
Teilchen im Zustand |y ). Wir messen A N-mal und erhalten N,-mal a,, also

N,
Pay) = lim — = leal® . (9.1.16)

Ein solcher Zustand heif3t reiner Zustand bzw. ein Ensemble von Teilchen in einem reinen Zustand.
Neben diesem inhédrenten Zufall, dem einzelnen Zustand innewohnenden statistischen Charakter kann in
einem Ensemble noch eine gewohnliche statistische Verteilung von Zustinden vorliegen.

Gemischte Zustande (Gesamtheiten)

Liegt ein Ensemble von unterschiedlichen (reinen) Zustidnden vor, so nennt man dies eine Gemischte
Gesamtheit, ein Gemisch oder einen gemischten Zustand.

Betrachten wir dazu ein Ensemble von N Teilchen, von denen N; im Zustand |¢; ) seien. Alle diese
Zustinde seien normiert, d.h., (¢, |y¥;) = 1, aber nicht notwendigerweise orthogonal zueinander. Man
bezeichnet dieses als gemischtes Ensemble oder einen gemischten Zustand. Es gelte, dass

= — 9.1.17
Pi=7 ( )

sei die Wahrscheinlichkeit, dass ein Reprisentant des Ensembles im quantenmechanischen Zustand |; )
ist. All diese Wahrscheinlichkeiten miissen sich zu

Zpi =1 9.1.18)

summieren. Dem Gemisch ordnet man die

Dichtematrix,

p= 2 pilv il = ) pipr. (9.1.19)
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zu. Noch immer gilt:

o (A) = Sp(A p), denn
A= picwilAly) (9.1.20)

= > PiSpdp) = Sp(Y " pipid) = Splp A). 9.1.21)
e P(a,) = Sp(P,yp), denn fiir [ ;) = 3 ¢l |n) ist

Pay=Y),  pi sl = > piSp(Piyp). 9.1.22)

' statistischer Zufall intrinsischer Zufall !

* Sp(p) = X piSp(p) = X pi =1,

[ ] p‘ :p'

Wichtiger Unterschied: p* # p sofern p; # 0 fiir mehr als ein i, denn

p= [Z pipf] [Z p,p,] = ploi+ . pipi(1-63)pip; % p. 9.1.23)
i J i ij

Insbesondere ist

Spp* <1, (9.1.24)

denn

Spp” = ) > pip Wil w Xwi I n X n i)
ij

n

= > pipilwiluf < Y pipi=1. (9.1.25)
ij ij

Bemerkung: Wie eingangs erwihnt, miissen |; ) und |/ ) nicht notwendigerweise orthogonal sein! Es
gilt aber stets fiir normierte |y, ), dass |< Uily; )| <l

Dies ergibt das folgende Unterscheidungskriterium zur Abgrenzung von reinen und gemischten Zu-
stidnden:

Reiner Zustand: Spp®> =1 «  gemischter Zustand: Spp* < 1. (9.1.26)

Die Unterscheidung zwischen reinen und gemischten Zustdnden ist extrem wichtig, denn sie entspricht
der Unterscheidung zwischen der echten quantenmechanischen Superposition und dem klassischen Mi-
schen von Teilchen mit bestimmten Eigenschaften in einem Ensemble:
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9. Zustand und Messprozess

Die quantenmechanische Superposition von Zustianden | ) = ) ¢, | n ) fithrt zu einem reinen Zustand
n

Py = 1YWl = eacIn)(ml 9.1.27)

nm

Diese Darstellung von p beinhaltet eine Matrix, die Dichtematrix

Plyyam = CnCy - (9.1.28)

Die Nebendiagonalelemente fithren zu Interferenzeffekten der Beitrége der Basis zu | ¢ ) zu verschiedenen
n # m. Setzt man die Nebendiagonalelemente gleich Null, so ergibt sich ein statistisches Gemisch:

pa =D paln)nl. (9.1.29)

Merke: Es ist nicht moglich, durch Transformation in eine andere Basis p so zu diagonalisieren, dass fiir
einen reinen Zustand mehr als ein Eigenwert ungleich Null ist.

Beweis: Es sei p) ) der Dichte-Operator eines reinen Zustands. Daraus folgt:

Pl = Pl - (9.1.30)
Es sei
(Up|¢>UT>nm = Pulpm it p, # 0, (9.1.31)
fr 1 <n < N,N > 1. Dann gilt
UpU' = Up*U" = Up U' (9.1.32)
und
¥ _ _ t + _ 2
(UpU") =pa=(UpUTUPU") =p;. (9.1.33)

Da Y, p, = 1 ist, muss gelten 3, p2 = 1, was p, > 0 widerspricht. O

Fiir einen reinen Zustand fiir Diagonalisierung mittels |n’ ) = U |n ) also zuriick auf

Ply)y = an’m’ n’ ><m, s mit Pwm = 6ﬁ’n’6ﬁ’m’
= |7 ) | =1y )yl . (9.1.34)
Auch fiir einen gemischten Zustand,
pG =) paln)(nl, 9.1.35)

generiert eine unitire Transformation, welche auf die Darstellung beziiglich einer anderen Basis fiihrt,

UPGUT = an'm’ |n'><m'

n'm’

) (9.1.36)

nichtverschwindende Nebendiagonalelemente, wenn mindestens ein p, unterschiedlich von allen anderen
Pm> m # n, ist. Interferenzen treten also Basis-abhiingig auf. Ihr Auftreten allein ist noch kein Hinweis
auf einen reinen Zustand!

Beispiel: Betrachten wir hierzu das Spin-1/2-System:
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9.1. Dichtematrix

1. Ein Eigenzustand |¢ ) =|1/2,(1/2), ) von 0,/2 in der Basis der Spinzustinde in z-Richtung lautet:

1

ly) = NG

(1T +1L1)).

Der entsprechende Dichteoperator ist

1
pw/>=E(ITHTI+|l><l|+|T><l|+Il><T|).

2. Demgegeniiber ist ein statistisches Gemisch z.B.
p = 2(IMCT+11) L),
2

Nun vergleichen wir

. 1
Ay = 3

Interferenzterm
A 1 A A
(Ao =5 [(T1AIT) + (LIAID)] .

Nur der reine Zustand weist einen Interferenzterm auf!

Anmerkung: Eine Riickdrehung in die x-Richtung,

1= D+ (It = 01 +1L)
o 2
[y =5 A=) 1D =5 010 = 1)

ergibt
(A>|¢> ={(Tx |A [T.), alsokeine Interferenz!

A 1 A A
(B = 3 [(TelAIT) + (Ll AT

noch immer diagonal

aber, z.B. fiirpg = p| TY(TI+ (1 = p)|1){]l], dass

(Ayg = p(TIAITY+ (A = p)(LIAIL)

1 A A N
= E[(Tx|A|Tx>+<~Lx|A|~Lx>+(2p_1)2Re<Tx|A|~Lx>] -

(TIAITY +(LIALL) +2Re(TIA|])
N———— —

s

(9.1.37)

(9.1.38)

(9.1.39)

(9.1.40)

(9.1.41)

(9.1.42)

(9.1.43)

(9.1.44)

(9.1.45)

Der letzte Term beschreibt Interferenz, welche demnach Basis-abhédngig ist. Die Eigenschaft der Ge-
mischtheit ist dagegen nicht Basis-abhédngig, auch wenn in (9.1.44) die gemischte Dichtematrix nur des-

wegen diagonal bleibt, weil sie oc 1 ist!

9.1.2. Partielle Spur gekoppelter Systeme

Auf dem Weg zu einem klareren Bild von den Prozessen, welche die klassische Welt innerhalb der Quan-
tenmechanik und der sie mit-definierenden unitidren Zeitentwicklung hervorbringt, betrachten wir die
Dichtematrix-Beschreibung gekoppelter Systeme und die partielle Spur als Mittel zur Reduktion auf ei-
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9. Zustand und Messprozess

nes der Teilsysteme. Wir betrachten ein System aus zwei Teilsystemen mit Basen {| 1n )}, {| 2m )}, in einem
reinen Zustand,

)= = canlln}|2m) (9.1.46)

nm

mit Normierung 1 = Z |c,,m|2 . (9.1.47)

nm

Diesem entspricht die Dichtematrix

2m’

P=1UYWI= D" CanCl | 1n) [ 2m) (1 (9.1.48)

nm n'm’

In aller Regel ist ein Operator, welcher einer physikalischen Observable entspricht, in seiner Wirkung auf
nur einen kleinen Teil des Systems eingeschrénkt. Beispielsweise blenden wir bei der Messung des Auf-
enthaltsortes eines Teilchens, und oder dessen Geschwindigkeit, den allergro8ten Teil der Umgebung, des
Labors, der Stadt, der Erde, des restlichen Universums komplett aus. AuBer, dass wir im Nachhinein den
Fehler der Messung abschitzen, welcher aufgrund bestimmter Einfliisse der Umgebung zustandekommt,
ist der genaue Zustand der Umgebung irrelevant. Wir messen die Observable, gegeben etwa durch den
Operator AV, nur auf Subsystem 1,

(A" = Sp,Sp, AVp = Sp, [(Sp,p) A"] . (9.1.49)

Hier bezeichnet Sp; = 3, (in| - |in) die partielle Spur beziiglich des Untersystems i, und wir erhalten
die

Reduzierte Dichtematrix,

PL=SPp =) > CanChy | In) (10|, (9.1.50)

mn’ m

von Untersystem 1. Es folgt, dass

P2 = Z Z (Z c,,mc;;,,m] (Z o c;;,m,) 1n)(1n] . (9.1.51)

m m

Im Allgemeinen ist also p% # p1 auller wenn ¢, = b,d,,, mit

Dbl =1, DL =1, 9.1.52)

sodass

|¢>=[an|1n>)[2dm|zm>]=|1w>|2¢> (9.1.53)

ein Produkt aus reinen Zustinden ist. Dann gilt

p=1) Yl =11y)(lye|2¢)(2¢], (9.1.54)

und nach den Rechenregeln fiir das Tensorprodukt, dass p* = p.
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9.2. Der allgemeine Messvorgang

Fazit: Obwohl | ¢ ) rein ist, stellt p; = Sp, p, die Dichtematrix nach partieller Spur iiber 2, ein Gemisch
dar, es sei denn |y ) ist ein Produkt reiner Zustidnde.

9.2. Der allgemeine Messvorgang

Erinnern wir uns zunichst an die sogenannte Standardinterpretation der Quantenmechanik, der wir bis-
lang in dieser Vorlesung gefolgt sind: Diese postuliert, dass die Messung des Wertes “a,,”” der Observablen
A zum Kollaps der Wellenfunktion auf den entsprechenden Eigenzustand fiihrt,

vy =>c

n

“Messung”

n)y — |n). (9.2.55)

Der Kollaps ist zufillig und charakterisiert den nichtdeterministischen Charakter der Quantenmechanik.
Ein offensichtliches Problem dieser Sichtweise ist, dass nicht spezifiziert wird, was eine ,,Messung® aus-
macht. Es bleibt also die Frage, was die Messung genau ausmacht, d.h. wann genau oder warum kollabiert
die Wellenfunktion - oder kollabiert sie womoglich gar nicht?

Die Messung wird im allgemeinen mit einem klassischen Apparat in Verbindung gebracht. Wir miissen
uns nun fragen, was die Interferenz zum Verschwinden bringt.

Grundsitzlich sollte das kombinierte System aus Zustand und Messaparat im Rahmen der Quantenme-
chanik behandelt werden.

9.2.1. Von Neumanns Formulierung des Messvorgangs

Wir besprechen kurz John von Neumanns grundlegendes Konzept des Messvorgangs in einem System,
ohne und mit Ankopplung an die Umgebung.' Dazu betrachten wir zunichst ein isoliertes mikroskopi-
sches System S mit Hilbertraum . Das Ziel ist die Messung des Operators O, mit ONB {| s,, )}.

Der MeBvorgang wird dann wie folgt charakterisiert.
o Das System S wird an einen Messapparat (Zeiger) A mit Hilbertraum Hx gekoppelt.
e Die Zustinde {| a, )} beschreiben makroskopisch unterscheidbare Zeigerpositionen.

e Zur Zeit t = 0 sei das Gesamtsystem in dem Zustand

o) =D eulsidla) . (9.2.56)

n

Mit der Schrodinger-Zeitentwicklung werden nach einer hinreichend langen Zeit ¢ > 0 die mogli-
chen Mefergebnissen mit den entsprechenden Zeigerpositionen korreliert, d.h.,

@)= cals)lan) . (9.2.57)

™ Verschrinkun g

Daraus erhalten wir die Dichtematrix p () = | () ) (¥ () |, sowie die reduzierte Dichtematrix des
Systems:

ps () =Sp, (1) = Y leal*152) (sl (9.2.58)

17. von Neumann, Math. Grundlagen der Quantenmechanik (Springer, Berlin, 1932), S. 222 ff. [60].
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9. Zustand und Messprozess

Hier ging die Nicht—Uberlappung der makroskopischen Zeigerstellungen ein, { a, | ay ) ~ Oum-

e Falls man den Zeiger nicht abliest, entsteht somit ein Gemisch. (— Schrodingers Katze?). Falls
man andererseits z.B. a,, abliest, wird

o= sa) sl (9.2.59)

und somit erhalten wir fiir die Wahrscheinlichkeit a,, zu messen: |c,,|2. Dies wird auch als ,,Reduk-
tion des Zustands* (oder ,,Kollaps der Wellenfunktion*) bezeichnet .

Messung unter Kopplung an die Umgebung

Nun befinde sich die Umgebung im Zustand | U ). Somit erhalten wir:

Il//o>=zcnlsn>la>IU> — CnlSu)lan)un) . (9.2.60)

t—Entwicklung
n

Dies entspricht dem ,,Nichtablesen von U* (was in der Praxis immer der Fall ist, da die Umgebung
dadurch definiert ist, dass man die Details ihres Zustandes nicht verfolgen kann!).

Daraus folgt wegen Nichtiiberlappung der Umgebungszustinde, { u, | uy, ) = Opm:

p= " leal lan ) sn) (sal(anl , 9.2.61)

d.h., ein gemischtes System aus S und A. Aber selbst wenn die Orthogonalitit der Umgebungszustinde
nicht vollstindig ist und nur Nidherungsweise Korrelationen zwischen Zeigerstellungen der Messappara-
tur und den quantenmechanischen Eigenzustinden der Observable entstehen, ist die entstandene Dichte-
matrix i.allg. eine gemischte. Eigentlich messen wir O = Og, ® 1y an S ® A @ U. Die Messung von O an
S @ A wird effektiv durch eine reduzierte Dichtematrix beschrieben:

(0) = Spga (p540sa) » (9.2.62)
mit der reduzierten Dichtematrix  psa = Spyp . (9.2.63)

,For all practical purposes* (FAPP; J. S. Bell [62, 63]) wird die Messung durch ps4 beschrieben. We-
sentlich ist dabei die Annahme
ity | U ) = Opm (9.2.64)

welche jedoch nicht zwingend so erfiillt sein muss.

Das hier skizzierte Verstindnis des Messvorgangs beruht also auf der Annahme, dass wéhrend der Mes-
sung aus einem reinen Zustand von System, Messapparat und Umgebung ein gemischtes System ent-
steht, in dem die Interferenzterme zwischen den “nicht zusammengehorigen” Zustinden von System und
Messapparat effektiv verschwinden. Dies kann nur “effektiv’’ geschehen, da die exakte Dichtematrix der
gekoppelten Systeme nach der unitidren Zeitentwicklung mit der Schrodingergleichung des Gesamtsy-
stems nicht gemischt sein kann, wenn sie anfangs rein war. Eine unitdre Entwicklung 146t einen reinen
Zustand rein bleiben. Es ist also irgendwie zu erkldren, warum die Interferenzterme zumindest anndhernd
verschwinden. Diesen Prozef bezeichnet man als Dekohdirenz, mit der sich der nachfolgende Abschnitt
noch kurz beschiftigt.

2E. Schrisdinger (1935) [61]. Das Gedankenexperiment schafft kein Paradoxon! Nach den Uberlegungen hier ist die Miez nicht
in einer Superposition von tot und lebendig, sondern der gesamte Zustand der ungedffneten Box allenfalls ein Gemisch.
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9.2.2. Dekohérenz

Die Entwicklung der Dekohirenztheorie fand verstirkt seit beginn der 1980er Jahre statt.? In ihrem Kon-
text entstand eine Reihe von Arbeiten, in welchen die Griinde fiir das Veschwinden der Interferenzterme
fiir bestimmte Observable genauer diskutiert sind. Die Dekohérenztheorie charakterisiert die Ursachen
dafiir, dass die im vorangegangen Abschnitt skizzierte Zeitentwicklung von einem gekoppelten Zustand
von System S und Apparat A/Umgebung U zu einem gemischten Ensemble fiihrt. Die Ankopplung von
S A an U ist generisch, so dass nach sehr kurzer Zeit ndherungsweise

n
erreicht ist, d.h., die Nebendiagonalelemente praktisch Null sind,

Psa — p?A = Zlcn|2|5n>|an><an|<sn| . (9.2.66)
n -

Die nichtdiagonalen Eintrdge klingen umso schneller exponentiell in ¢ ab, je
1. groBer die Zahl der angekoppelten Freiheitsgrade ist,
2. stéirker die physikalische Ankopplung ist.

Damit ist effektiv (FAPP) die Interferenzfahigkeit verloren. Fiir diesen Prozef hat sich der Begriff der
Dekohdrenz eingebiirgert.

Dekohirenz ist allgegenwiirtig und nur durch perfekte Isolation zu vermeiden. Eine einzelne Beob-
achtung (welche eine An-/Auskopplung von Photonen beinhaltet!) reicht aus, um Interferenzfahigkeit zu
unterdriicken. Bei der Messung konnen wir nicht die ganze Umgebung kontrollieren, und einmal durch’s
Fenster entwichene Photonen werden wir nicht wieder einfangen konnen.

Wichtig ist es hierbei jedoch zu beriicksichtigen, dass wihrend des Dekohérenzprozesses kein Kollaps
der Wellenfunktion stattfindet! Das bedeutet, das gekoppelte ,,SAU* bleibt in einem reinen Zustand der
Superposition verschiedener Zustinde, wenn es anfangs in einer solchen war!

Insbesondere bleibt die

Von Neumann-Entropie [60],
Syww=-Sp(plnp), (9.2.67)

welche die intrinsisch fehlende Information mift, aufgrund der Unitaritit der Zeitentwicklung des Ge-
samtsystems strikt erhalten. Wir erwéhnen hier kurz, dass die von Neumann-Entropie das Konzept der
Gibbs Entropie der klassischen statistischen Mechanik auf die Quantenstatistik erweitert. Schreibt man
die von Neumann-Entropie in der Basis der Eigenzustinde der Dichtematrix,

p= > miln){ml, (9.2.68)

so nimmt sie die Form der informationstheoretischen Shannon-Entropie an [68, 69]. Die von Neumann-
Entropie findet auch in von ihr abgeleiteten Formen Anwendung in der Quanteninformationstheorie,

3Siehe z.B. and H. D. Zeh, The emergence of classical properties through interaction with the environment [64]; W. Zurek,
Decoherence and the Transition from Quantum to Classical [65]; E. Joos et al., Decoherence and the Appearance of a Classical
World in Quantum Theory, Springer, Berlin, 2003 [66]; W. Zurek, Decoherence and the Transition from Quantum to Classical —
Revisited [67].
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u.a. in der bedingten Entropie, der relativen Entropie, oder der Renyi-Entropie [70].

Die Wechselwirkung eines Systems mit seiner Umgebung ist in aller Regel von der Wirkung ortslokaler
Wechselwirkungspotentiale und Krifte geprigt, welche dazu fithren das “bevorzugte” Quantenzustinde,
sogenannte Pointer States [71], eine diagonale Dichtematrix bilden, d.h., keine wohldefinierten Phasenre-
lationen verbleiben, welche die Nichtdiagonalelemente der Dichtematrix charakterisieren [72]. Vielmehr
mitteln sich diese Nebendiagonalelemente aufgrund der Dekohirenz weg und es verbleiben gemischte
Ensembles. Bereits vor der eigentlichen Messung fiihrt also die Wechselwirkung zwischen System und
MeBapparat sowie UMgebung dazu, dass das Experiment in einem der Zustinde ist, welcher je einem
MeBergebnis und der zugehorigen Zeigerposition entspricht. Der Beitrag von der Superposition der bei-
den moglichen Eigenzustinde der Observable wird dagegen extrem schnell vernachlidssigbar. Zustédnde,
fiir welche diese Art Dekohérenz gilt, werden als Pointer-States bezeichnet und entsprechen in gewissem
Sinne den Ergebnissen einer klassischen Messung.

Vielfach untersucht ist dariiberhinaus die Frage, ob dieses Verstindnis der Dekohérenz das Messpro-
blem lost. Einwinde dagegen lauten:

e Betrachtet man ein endliches System, fiir gro3e aber endliche Zeiten, so ist
Psa — P?A nur fiir f— oo (9.2.69)

erreicht. Das bedeutet, dass die Interferenzfihigkeit fiir # < oo endlich bleibt, also nicht strikt gleich
Null ist.

e Selbst wenn
P8 =D leal i, (9.2.70)

pi=|si)lai)<ail(sil, 9.2.71)

diagonal ist, wird nur ein | s;)|a;) beobachtet! Was passiert mit den iibrigen ,,Zweigen* (,,bran-
ches*) der Wellenfunktion? Diese Frage bleibt in der Dekohérenztheorie unbeantwortet!

Diese grundlegende Problematik der Theorie der Messung ist bis heute nicht zufriedenstellend geldst
bzw. entsprechende Losungsversuche nicht empirisch widerlegt.

Alternative Erklidrungsversuche sind insbesondere:

o Vielweltentheorie (,,Many Worlds Hypothesis®, urspr. “Relative-state formulation”, von Hugh
Everett I1I, 1957 [73], s.a. [74, 75].)

Dieser Ansatz geht davon aus, dass kein Kollaps der Wellenfunktion geschieht.
Alle Zweige | s, ) | a,, ) sind tatsdchlich realisiert — in verschiedenen Welten.

Eine stindige Verzweigung der Gesamtwellenfunktion geschieht, der Kollaps ist eine Illusion.

e Dynamische Kollapstheorie (G. Ghirardi et al. , u.a. [76, 77])

Sie beruht auf einer nichtlinearen Erweiterung der Schrédingergleichung.

e Bohmsche Mechanik (DeBroglie-Bohm) (“Hidden-Variables” Theorie, J. Bohm, 1952 [78, 79],
s. auch [80, 81].)

Die Wellenfunktion wird als Fiihrungsfeld fiir konkrete Teilchentrajektorien aufgefal3t.
Die Nichtlokalitédt der Quantenmechanik (s. Abschnitt 9.3) ist in ihr beriicksichtigt.
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Ultrakurzzusammenfassung

e Quantenmechanik ,,funktioniert unwidersprochen — ,;shut up and calculate* -Philosophie vieler
Praktiker.

e Das Messproblem ist theoretischer Natur, aber es besteht nach wie vor. (— s.a. verstirkte moderne
Versuche, Thermalisierung im Rahmen der Quantenmechanik zu verstehen.)

o Alternative Ansitze existieren, welche empirisch dquivalent zur Standardformulierung sind.

9.3. EPR-Argument und Bellsche Ungleichung

Der nichtdeterministische Charakter der Quantenmechanik ist der klassischen Auffassung von Dingen
und wahren Aussagen fremd, siehe Kapitel 1.1.

Als bekannte Zitate kommen uns in den Sinn:
e . Gott wiirfelt nicht.” (A. Einstein, [82])

e Ist der Mond erst da, wenn man hinschaut?* (Einstein zugeschriebenes Bonmot anldflich einer
Debatte mit Niels Bohr)

e . Wenn es bei der verdammten Quantenspringerei bleiben sollte, so bedaure ich, mich mit der Quan-
tenmechanik iiberhaupt beschiftigt zu haben.* (E. Schrodinger [83])

Es hat immer wieder Versuche gegeben, die Quantentheorie durch eine statistische Theorie zu ersetzen.
Einer der prominentesten Ansitze beinhaltet die Annahme, dass es verborgene Parameter gibt, durch
die letztlich fiir jedes Objekt alle Observablen tatséichlich festgelegt sind. Diese ,.hidden variables*
seien dabei prinzipiell dem Beobachter unzugénglich. Der Wahrscheinlichkeitscharakter der Quanten-
mechanik wire dann analog zu dem der klassischen statistischen Mechanik, wo auch im Prinzip alle
Phasenraumtrajektorien als festgelegt vorstellbar sind.

Beispiel: Spin—% - Zustand, Eigenzustand zu S ,:

h

In S .-Eigenbasis: [T,) =1/ V2(I1) +11)). Daraus folgt, dass man nach der Quantenmechanik fiir N —
oo Messungen von S, an | T, ) zu

50% den Eigenwert

NS 0| St

50% den Eigenwert -
erhilt. Nach der Hidden-Variables-Vorstellung wire fiir jedes Teilchen durch einen verborgenen Parame-

ter festgelegt, ob +7i/2 oder —7#i/2 resultiert. Zu je 50 % wiirden die verborgenen Parameter diese Werte
vorgeben.
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9.3.1. Einstein-Podolsky-Rosen-Argument und Nichtlokalitat

Einstein bemiihte sich in einer Reihe von Gedankenexperimenten, die Unvollstindigkeit der quantenme-
chanischen Beschreibung nachzuweisen. Jedes dieser Argumente konnte letztlich widerlegt werden.
Eine zentrale Rolle in der Diskussion iiber verborgene Parameter gewann dabei ein Argument, urspriing-
lich von Einstein, Podolsky und Rosen (EPR)*, dessen Neuformulierung durch David Bohm® im Folgen-
den kurz besprochen werden soll.

Man betrachte zwei von einer lokalen Quelle emittierte Spin 1/2-Zustidnde in Singulett-Kombination,
1
V2

welche sich in entgegengesetzte Richtungen voneinander weg bewegen. Nach langer Laufzeit befinden
sich die beiden Spins in entsprechend groBem Abstand, wihrend ihr gemeinsamer Zustand bei anson-
sten anhaltender, volliger Isolation von ihrer Umgebung dieselbe Korrelation wie zu Anfang aufweist,
der Spin-Anteil also immer noch durch das Spin-Singulett (9.3.73) beschrieben ist. Eine sequentielle
Messung, zunéchst von Spin 1, danach Spin 2 ergibt zwei mogliche Resultate:

10.0) = —= (110 11)2 = 1L 11)s). 9.3.73)

i h

(i) Messung von + 3 an 1 = Danach ist — 5 2 100 % das Ergebnis einer Messung an 2.
h h

(i) Messung von — 3 an 1 = Danach ist + 3 zu 100 % das Ergebnis einer Messung an 2.

Daraus folgt die Nichtlokalitiit des Kollaps der Wellenfunktion:

Das Experiment an 1 beeinflusst die Wahrscheinlichkeiten des Ausgangs an einem nachfolgenden Expe-
riment an 2.

o Nichtlokalitit ist die Folge der Existenz korrelierter Mehrteilchenzustinde wie [T ) || Yoder||)|T)
und deren Superponierbarkeit.

e Es entsteht daraus kein Widerspriich zur Relativitétstheorie, auch wenn die beiden Messereignisse
raumartigen Abstand haben. Die Information, dass nach Messung von +#/2 an 1 mit 100% Wahr-
scheinlichkeit bei 2 F7/2 gemessen wird, liegt im selben Augenblick nur lokal bei 1 vor! Bei 2
bleibt lokal fiir jedes ankommende Teilchen eines Paars die Wahrscheinlichkeit 50% ,,up* oder
,,down zu messen.

Eine Uberpriifung der faktischen Existenz der Korrelation erfordert nachtrigliche, kausale Uber-
mittlung der Messergebnisse bei 2, die maximal mit Lichtgeschwindigkeit erfolgen kann. Weiter-
hin ist fiir die Korrelation der MeBergebnisse auch irrelevant, ob die Messung an 2 nach der an 1
erfolgt oder umgekehrt. Innerhalb des raumartigen Bereichs auflerhalb der Lichtkegel, welche von
den zwei Messungen ausgehen ist die zeitliche Abfolge ohnehin eine Frage der relativen Bewegung
der Bezugssysteme der beiden MeBapparate, und das Ergebnis sollte von der Wahl dieses Systems
nicht abhidngen. Eine Messung, welche an 2 nach der an 1 erfolgt, wenn Beobachter*in 2 und 1
relativ zueinander in Ruhe sind, kann in 1 nach der an 2 erfolgen, indem deren relative Geschwin-
digkeit hinreichend grof3 gewihlt wird. (Hier nehmen wir an, dass das Spin-Singulett iiberall im
Raum vorliegt — in der Regel wird es selbst der Kinematik der Bewegung der Teilchen unterworfen
sein, welche ebenso ein Bezugssystem definieren, in dem ihr totaler vektorieller Impuls gleich Null
ist.)

4A. Einstein, B. Podolsky, N. Rosen, Phys. Rev. 47, 777 (1935) [84].
SD. Bohm, Y. Aharomov, Phys. Rev. 108, 1070 (1957) [85].
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Einstein, Podolsky und Rosen haben die folgende Argumentation unter der Annahme der Existenz verbor-
gener Parameter vorgebracht. In ihrer Version betrachteten Sie 2 identische, bei x = 0 erzeugte Teilchen
mit Impulsen p und —p, beschrieben etwa als Gaullsche Wellenpakete /,, (x). Dann lautet der Zustand
des kohdrent ausgesandten Paars:

U(x1, x2,8) =, (x1 —x(OD)Y—p (2 + x(1) + @ (x1 © x2) , (9.3.74)

wobei @ = ¢ als Phase aus der Zeitentwicklung resultiert. In diesem Zustand ist der Impuls mit dem
Ort verschriankt: Wenn das Teilchen 2 bei x(¢) ist, ist 1 bei —x(7) bzw. umgekehrt. Das heif3t, die beiden
Teilchen sind nie beide bei x(f) oder —x(¥).

Nach Schrodinger® spricht man allgemein von der ,,Verschriinkung®“ (E. Schrodinger) von Zustinden,
welche Superpositionen von Produktzustinden entsprechen, die sich nicht in ein einzelnes Produkt von
Zustinden transformieren lassen. Ein Gegenbeispiel dafiir, ein nicht verschrinkter Produktzustand ist:

1 L
V2 V2

Verschrinkte Zustinde (,,entangled states*) spielen eine wichtige Rolle in der Quanteninformationstheo-
rie (u.a. fiir Quanten-Kryptographie, -Teleportation, -Computer), wobei Verschrinkung im allgemeinen
erst niitzlich wird, wenn die Subsysteme, deren Zustinde multipliziert werden, rdumlich getrennt sind.
Ein verschrinkter Spinsingulett-Zustand | 0, 0 ) kann beispielsweise mikroskopisch vorliegen und hat dort
nicht die gleiche Bedeutung wie in einem raumartig getrennten EPR-Paar:

%(ITT)—Ill>+ITl>—IlT>)= (I =10)—=(11+11). (9.3.75)

Elektronenwellenfunktion EPR-Paar
z.B. im Heliumatom «— (raumartige Entfernung von
(lokal gem. Ortswellenfunktion getrennt) besonderem Interesse)

— Bei groBer raumlicher Trennung wird Dekohérenz zum Hauptproblem.

Zuriick zu EPR und Hidden Variables: Wegen der Prinzipien der speziellen Relativititstheorie kann die
Messung an 1 das System bei 2 nicht beeinflussen bzw. umgegekehrt, die Messresultate miissen also
zuvor festgestanden haben. Diese Sichtweise negiert die inhédrente Nichtlokalitdt der Quantenmechanik.

9.3.2. Bellsche Ungleichung

Die Bellsche Ungleichung erlaubt eine experimentelle Falsifikation der Annahme lokaler verborgener
Parameter zugunsten der quantenmechanischen Beschreibung oder zumindest einer nicht lokalen For-
mulierung. Wir betrachten hierzu ein Korrelationsexperiment. P; und P, sind Polarisatoren, wobei P; in
a-Richtung polarisiert und P, in -Richtung. P; und P, lassen Teilchen nur passieren, wenn deren Spin
in fig bzw. f1,-Richtung den Wert 72/2 haben. Ebenso sprechen die Detektoren bei Spin /2 (positiv) an.
Wir messen die folgende Korrelationsfunktion:

N(a;p) =(0,0] %(1 +oq na)% (1+02-75)10,0) (9.3.76)
=(0,0] %(1 +oq ~ﬁ0)%(1 — o1 715)]0,0) (9.3.77)
= %(1 — o - ig) (9.3.78)

OF. Schrodinger, ,,Die gegenwirtige Situation der Quantenmechanik® (1935), in Baumann, Sexl, ,,Die Deutungen der Quan-
tentheorie” (Vieweg, Wiesbaden, 1984) [86].
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9. Zustand und Messprozess

wegen
(0 -a)(c-b) = (0 o)) aib; (9.3.79)

1
= E ([0’,‘, O'j] + {O’i, Uj}) aibj (9380)

1
=5 (2i€jucs +263)) (9.3.81)
=a-b+ic-(axbh), (9.3.82)

sowie

(0,0]010,0) =0, (9.3.83)

Ty 10,0) °<ITT>¢|ll>=|1,1>¢|1,—1>}<0,0|1,m>
:10,0) o« [TL)FT)Y=11,0) =0

Daraus folgt, dass weiterhin wegen 7, - fig = cos (@ — ) :

N(@pB) = %sinz ¢ ;ﬂ . (9.3.84)

Wir nehmen nun verborgene Parameter lokal an. Dann ist
N(a;p) = N(ay;) + N(a;By) , (9.3.85)

worin die Funktionen N(d19;...; € 6,...) die Teilchenpaar zihlen, in denen Teilchen 1 mit positivem Spin
Polarisatoren in Richtung der Winkel 6, 65, ... passiert und Teilchen 2 mit positivem Spin Polarisatoren
in €, €, ... Ausrichtung. Entsprechend heif3t dies fiir die Spinausrichtung von Teilchen 1 alleine:

a positivem

N (a; B) = #Teilchenpaare, bei und bei 8 negativem

Spin,

positivem Spin bei «, y

N (ay;B) = # Teilchenpaare mit negativem Spin bei 8 °

positivem Spin bei «
negativem Spinbei 8,y "

N (a;By) = # Teilchenpaare mit
All diese Angaben miissen in verborgenen Parametern enthalten sein. Es gilt weiterhin, dass
N(ay;8) < N(y:p), (9.3.86)
da N (y;8) = N (ay; 8) + N (y; Ba) und keine der GroBen kleiner Null ist, sowie
N(a;y8) < N(ay) . (9.3.87)

Damit folgt aus (9.3.85) die

Bellsche Ungleichung

N(a:B) < N(a;y) + N(y:pB) , (9.3.88)

bzw. eine Variante derselben, welche in unterschiedlicher Weise formuliert werden kann. Diese Unglei-
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9.3. EPR-Argument und Bellsche Ungleichung

chung lésst sich experimentell iiberpriifen:

Experimentell werden die Spin-Korrelatoren
P(a;p) =(0,0|01 - g0z - 715]0,0) (9.3.89)
gemessen, welche laut Quantenmechanik nur vom Winkel zwischen den Vektoren abhingen,

=4N(@:p) = 1 = —fy - i
=—cos(a—p) . (9.3.90)

gemessen, fiir welche die Bellsche Ungleichung wie folgt lautet:
P(a;B)— 1< P(asy)+ P(y;8) (9.3.91)

Wir bestimmen beide Seiten dieser Ungleichung fiir die Winkelkombination (a,8,y) = (0,7/2, 1/4), fiir
welche laut der Quantenmechanik (9.3.90) gilt, mit cos(n/2) — 1 = —1, cos(xn/4) = 1/ V2, also, laut
(9.3.91): —1 < —+2. Die Quantenmechanik verletzt also die Bellsche Ungleichung manifest. Ebenso
zeigten die empirischen Beobachtungen im Experiment von Lamehi-Rachti und Wittig (1976)7, dass die
Bellsche Ungleichung (dort in einer anderen Version als der obigen) durch die Beobachtungen verletzt ist.
Dieses Experiment, wie auch viele danach, widerlegten damit die Existenz lokaler verborgener Variable

zugunsten der Vorhersagen der Quantenmechanik!

Spitere Experimente

wurden insbesondere von Alain Aspect et al. mit Hilfe der Photonenpolarisation durchgefiihrt, siche
insbesondere

e Phys. Rev. Lett. 47, 460 (1981) [88]; 49, 91 [89], und 1804 [90] (1982).

e Aufsatz in ,,Quantum (Un-)Speakables — From Bell to Quantum Information®, ed. by R.A. Bertl-
mann & A. Zeilinger (Springer, Heidelberg, 2002) [91] .

Noch immer sind solche Experimente jedoch nicht vollig frei von systematischen Fehlern, die alle ,,L6-
cher schlieBen lassen®. Siehe z.B. M.A. Rowe et al., Nature 409, 291(2001) [92], I. Gerhardt et al., Phys.
Rev. Lett. 107, 170404 (2011) [93], welche insbesondere sogen. ,,Loopholes” in Experimenten untersu-
chen, welche Verletzungen der Bellschen Ungleichungen detektieren.

7M. Lamehi-Rachti, W. Mittig, Phys. Rev. D 14, 2543 (1976) [87].
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A. Funktionale Ableitungen und Integrale

Um Pfadintegrale berechnen und sie zur Ableitung von Momenten, d.h. Korrelationsfunktionen der Frei-
heitsgrade, die in die Wirkung eingehen, verwenden konnen, wollen wir ein wenig unseren Werkzeugka-
sten mit mathematischen Elementen der Funktionalanalysis vorbereiten.

A.1. Funktionalableitungen

Die Funktionalableitung kann als eine Erweiterung der gewohnlichen Ableitung von Funktionen auf
Funktionale beschrieben werden, d.h. auf Abbildungen von Funktionen auf c-Zahlen. Im Folgenden be-
trachten wir iiblicherweise Funktionen, die Punkte im Raum und in der Zeit auf N-dimensionale Vektoren
oder, im Fall N = 1, auf Skalare abbilden.

Terminologie:

e Funktionenraum = co-dimensionaler Raum von Funktionen, z.B. auf Raum-Zeit:

f: RM SCV: x0)- fi(x0)

e Funktional = Abbildung von f € A auf C:

F: A-C: f->F[f].

Beispiel. Ein bestimmtes Integral iiber eine Funktion f ist ein Funktional, z.B. iiber alle x:

Flf]= fdxf(x) : (A.1.1)

Beachten Sie, dass Argumente von Funktionalen — d.h. Funktionen — typischerweise in eckigen Klam-
mern angegeben werden.

Definition: Die Funktionalableitung von F beziiglich f (x), ausgewertet an der Stelle x, ist definiert

1
o SFIf@] _ . FIf@+ed=2]-FIf )]
5f(x) &0 €

. (A.1.2)

Hier ist z ein beliebiges Argument von f, das innerhalb des Funktionals F integriert wird, wie es z.B. in
(A.1.1) der Fall ist, wihrend x ein festes Argument der Funktion f darstellt, beziiglich dessen die Ab-
leitung genommen wird. In seiner Struktur der Freiheitsgrade ist dies die Version mit kontinuierlichem
Argument (Index) der Ableitung einer skalaren Funktion F, die auf einem Vektorraum beziiglich eines
gegebenen Elements eines Vektors f(x) in diesem Raum ausgewertet wird. So stellt x den Vektorindex dar
—1im Fall, dass dieser Index diskret ist, wiirden alle Dirac-Distributionen durch Kronecker-Deltas ersetzt.
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A.2. Funktionale Taylor-Entwicklung

Wir wenden diese Ableitung auf das folgende spezielle Funktional an:

Fy[f]=ff(z)6(z—y)dz=f(y). (A.1.3)
Daraus ergibt sich sofort eine Beziehung, die wir oft bendtigen werden:
of ) of (x)
=6(x—y) = . A.l4
orm YT 5 (A.14)

Das Hamilton’sche Prinzip (7.0.1) impliziert, dass die Ableitung (7.1.36) verschwindet, was der Bewe-
gungsgleichung entspricht.

A.2. Funktionale Taylor-Entwicklung

Unter Verwendung der Ableitung eines Funktionals konnen wir das Konzept der Taylor-Reihenentwicklung
auf Funktionale iibertragen. Durch Variation der Funktion f; um ¢ f; ergibt sich die Variation des Funktio-
nals,

oF
0fi (2)

Fltf+ R0 = Pl + Y [ 5rah@

] 8F 3 (A.2.5)
+ 3 lzjl fdm dz; 6fi (z1) méfj(zz) +0(6f*) .

Dies verallgemeinert die Taylor-Entwicklung in N Dimensionen auf kontinuierliche Funktionen.

A.3. Funktionalintegrale

In dhnlicher Weise verallgemeinern Funktionalintegrale die Integration auf Funktionale. Sie sind Integrale
von Funktionalen tiber Funktionenrdume und konnen als solche nicht immer wohldefiniert sein. Eine pri-
zisere mathematische Definition von Funktionalintegralen kdnnen wir hier in der Kiirze nicht geben. Im
Folgenden werden wir im Wesentlichen auf die oben gegebene Formulierung im Kontext der Einfithrung
in Pfadintegrale zuriickgreifen. Df stellt das Maf} des Funktionalintegrals iiber die Funktionen f dar. In
der Praxis kommen zwei typische Arten von Funktionalintegralen oft vor, die wir hier kurz besprechen:

(a) Integrale iiber Funktionale Dirac-Verteilungen

f Dfolf -l =1, (A.3.6)
wobei

of=|]dr@,
- (A3.7)
slf-¢l=[[o¢F@-¢@).

und die Produkte den Raum abdecken, auf dem f definiert ist. Daraus folgt, dass

f DFFIf51f - ¢l = Flg] . (A38)
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A. Funktionale Ableitungen und Integrale

(b) GauBsche Integrale, der Form

f DFf expl(~F [f]). (A3.92)
Flfl= f dz[f @] . (A.3.9b)

Da die Exponentialfunktion faktorisiert, erhidlt man mit

fwdte"”z - \/E aeC, (A.3.10)
—oco a
fﬂf eXP{[— fdzf2 ) } =[] = (A3.11)

was eine divergierende Konstante ist. Folgende Gauf3sche Integrale mit z-abhéingigen “Breiten” werde

hiufig gebraucht, 7
- 2 - o
fﬂf exp{[ deg(z)f (z)_} U ,/g(z), (A3.12)

sowie Integrale des allgemeinen GauB3schen Typs,

dass

F = fﬂf eXP{[— fdxdyf(x)g(x,y)f(y)]}, (A3.13)
wobei g (x,y) mittels einer unitdren Transformation u (x, y) diagonalisiert werden kann,
glxy) = fdz d7 u" (x,2)8(z,2)u(Z,y), (A.3.14)
mit
3(z7)=2@6k-7). (A.3.15)

A(z) sind die Eigenwerte von g, und

S(x—y) = fdzuT (.2 u(zy) . (A.3.16)

Das Einsetzen von (A.3.14) in den Exponenten von (A.3.13) ergibt

F = f [l_[ df (z)} exp{(— L Vf(x)g(x,y)f(y))}
=11 { f df. exp{[-1() f(z)z]}} (A3.17)

el
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A.3. Funktionalintegrale

wobei f(x) = fz u(x, z) f(z), und |det u| = 1 in der Jacobi-Determinante verwendet wurde,

=|det{u}| = 1. (A.3.18)

5f(x)
oF(y)
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