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1 Einleitung

Nicht-zerfließende lokalisierte Wellenpakete, helle Solitonen, sind ein Paradebeispiel für
nichtlineare Wellendynamik. Ihr Auftreten basiert auf dem Zusammenspiel von Disper-
sion und Nichtlinearität. Solitonen wurden zum ersten Mal vor fast 200 Jahren von
J.S. Russel in einem flachen Wasserkanal beobachtet [1]. Sie spielen heute in vielen
Bereichen der Naturwissenschaften und der Technik eine Rolle, von der Reizleitung in
Nervenzellen, über ozeanographische Erscheinungen und die Telekommunikation mit La-
serpulsen durch Glasfasern bis hin zur Theorie der Elementarteilchen.

Ähnlich wie die Entwicklung des Lasers die Optik revolutioniert und zur Entste-
hung neuer eigenständiger Forschungsgebiete wie der nichtlinearen Optik geführt hat, so
stellte die Realisierung der Bose-Einstein-Kondensation verdünnter atomarer Gase einen
Meilenstein für die Materiewellenoptik mit ultrakalten Atomen dar. Sie ermöglichte es,
auch in der Atomoptik nichtlineare Effekte zu untersuchen, und war Voraussetzung zur
Erzeugung atomarer Solitonen.

Bose-Einstein-Kondensation

Das Konzept der Bose-Einstein-Kondensation (BEC) geht auf eine 1925 von A. Einstein
veröffentlichte Arbeit [2] zurück. Aufbauend auf theoretischen Ergebnissen von S. Bose
[3] sagte er das Phänomen als eine Konsequenz der Statistischen Mechanik voraus. Die
anfängliche Skepsis an den Ergebnissen lässt sich am besten in Einsteins eigenen Worten
zusammenfassen:

Von einer bestimmten Temperatur an kondensieren die Moleküle ohne at-
traktive Kräfte, d.h. sie akkumulieren bei verschwindender Geschwindigkeit.
Die Theorie ist schön, aber enthält sie auch etwas Wahrheit?

Bose-Einstein-Kondensation, also die makroskopische Besetzung des quantenmechani-
schen Grundzustandes in einem System von Bosonen, tritt auf, wenn die deBroglie-
Wellenlänge λdB der Atome vergleichbar mit dem mittleren Atomabstand wird. Genauer
formuliert tritt dieser Zustand der so genannten Quantenentartung ein, wenn

D = nλ3
dB = 2.61, λdB =

√

2π~2

mkBT
, (1.1)

wobei n für die Atomzahldichte, m für die Masse eines Atoms und T für die Temperatur
des Ensembles stehen. Die für den Quantenphasenübergang entscheidende Größe D wird
als Phasenraumdichte bezeichnet.
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Kapitel 1 Einleitung

Heute werden Bose-Einstein-Kondensate schwach wechselwirkender atomarer Ga-
se von immer mehr Gruppen routinemäßig hergestellt und für weitergehende Experi-
mente verwendet. Dieser Situation ging eine lange Phase der Entwicklung und Verfei-
nerung verschiedener experimenteller Techniken voraus. Grundlegende Methoden der
Laserkühlung, wie die magneto-optische Falle (MOT) [4] und das Polarisationsgradien-
tenkühlen wurden in den 1980er Jahren entwickelt. Sie ermöglichten das Erreichen von
Temperaturen im µK-Bereich ohne die für Kryostaten typischen Beschränkungen. Da in
einer MOT die Quantisierung des Lichts die minimal erzielbare Temperatur limitiert und
die Reabsorption gestreuter Photonen zu einer Begrenzung der Dichte führt [5], konnte
mit diesen Methoden die Quantenentartung jedoch noch nicht erreicht werden. Signifi-
kante Fortschritte wurden erst durch Transfer der mit Laserkühlmethoden vorgekühlten
Atome in eine Magnetfalle erzielt. Ein solcher magnetischer Einschluss neutraler Atome
gelang zum ersten Mal 1985 [6] und wurde von der Entwicklung verschiedener Fallengeo-
metrien gefolgt [7]. Mit Magnetfallen lassen sich nahezu perfekte harmonische Potentiale
erzielen und die oben genannten Schwierigkeiten der Laserkühlung bei kleinen Tempera-
turen und großen Dichten vermeiden. Der letzte entscheidende Kühlschritt war schließlich
die Anwendung der Evaporationskühlung auf mit Laserkühltechniken vorgekühlte und in
einer Magnetfalle gefangene atomare Wolken geeigneter Elemente. Evaporationskühlung
[8] basiert auf dem gleichen physikalischen Prinzip, das auch den Kaffee in einer Tasse
abkühlen lässt: Durch Entfernung der heißesten Atome, die mehr als die durchschnitt-
liche Energie pro Atom aus dem Ensemble mit sich nehmen, wird die mittlere Energie
der Atome des Ensembles erniedrigt. Für ein effektives Funktionieren der Evaporati-
onskühlung ist dabei eine schnelle Rethermalisierung der verbliebenen Atome bei einer
neuen, niedrigeren Temperatur durch elastische Stöße notwendig.

Die Entwicklung gipfelte schließlich 1995 in der ersten Beobachtung von BEC in
schwach wechselwirkenden Gasen [9, 10]. In diesen Experimenten wurden Rubidium-
bzw. Natrium-Atome in einer MOT eingefangen und vorgekühlt. Nach dem Transfer in
eine Magnetfalle führte Evaporationskühlung bis zur Quantenentartung. Wenig später
wurde auch die Kondensation von Lithium [11, 12] realisiert. Zum Zeitpunkt dieser
Arbeit existieren neben Rubidium-, Natrium- und Lithium-BECs auch Kondensate von
Wasserstoff, Kalium, Cäsium und metastabilem Helium.

Die ersten Experimente nach der Realisierung von BEC mit Alkaligasen konzentrier-
ten sich auf die makroskopischen Eigenschaften des Kondensats [13, 14, 15, 16]. Später
wurde die quantenmechanische Natur des makroskopischen Kondensats untersucht. Die
Analogie zwischen der Kohärenz von BECs und von Laserlicht inspirierte dabei zu sehr
illustrativen Experimenten, wie der Interferenz von Kondensaten [17, 18] und der Rea-
lisierung eines Atomlasers [19, 20, 21].

Nichtlineare Atomoptik

Ähnlich wie die Ausbreitung intensiven Lichts in Medien durch nichtlineare Prozesse
aufgrund des Kerr-Effekts stark beeinflusst wird, spielen auch bei der Dynamik eines
Bose-Einstein-Kondensats nichtlineare Effekte eine wichtige Rolle. Die Nichtlinearität
in einem Kondensat wird dabei durch elastische Stöße zwischen den Atomen hervor-
gerufen und kann, je nach verwendeter atomarer Spezies, repulsiv oder attraktiv sein.
Die Dynamik eines BECs in einem eindimensionalen Wellenleiter und die Entwicklung
der Einhüllenden eines Laserpulses in der nichtlinearen Faseroptik werden von formal
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identischen Bewegungsgleichungen, den jeweiligen nichtlinearen Schrödingergleichungen,
bestimmt. Diese Gleichungen unterstützen, je nach relativem Vorzeichen des Dispersions-
terms und des nichtlinearen Terms, helle oder dunkle Solitonen [22, 23]. In der Atomoptik
zeichnet sich ein helles Soliton dabei durch eine über die Zeit nicht zerlaufende, lokali-
sierte Dichteverteilung aus, während ein dunkles Soliton eine mit einem Phasensprung
π verbundene, lokalisierte Dichteverdünnung zeitlich konstanter Form auf einem brei-
ten Hintergrund ist. Helle Solitonen für attraktive interatomare Wechselwirkung [24, 25]
und dunkle Solitonen für repulsive Wechselwirkung [26, 27] wurden bereits demonstriert.
Bei den zwei erstgenannten Experimenten wurden Feshbach-Resonanzen [28, 29, 30] zur
experimentellen Kontrolle der interatomaren Wechselwirkung und damit der Nichtlinea-
rität eingesetzt. Für die Realisierung heller Solitonen für repulsive Wechselwirkung muss
jedoch das Vorzeichen des Dispersionsterms in der nichtlinearen Bewegungsgleichung
umgekehrt werden. Die experimentelle Kontrolle der Dispersion wird als Dispersionsma-
nagement bezeichnet und ist durch die Verwendung schwacher periodischer Potentiale
möglich.

Aus der Festkörperphysik ist bekannt, dass Elektronen in periodischen Potentialen
eine veränderte Dispersionsrelation aufweisen, wenn ihr Quasiimpuls am Rand der Bril-
louinzone liegt [31]. Im Rahmen einer lokalen parabolischen Näherung der Dispersions-
relation wird eine

”
effektive Masse“ in die Bewegungsgleichungen eingeführt. Ihr Wert

hängt vom zentralen Quasiimpuls und der Modulationstiefe des periodischen Potentials
ab und kann sowohl positiv als auch negativ sein. Die Dynamik von atomaren Mate-
riewellen in periodischen optischen Potentialen ist in den letzten Jahren in zahlreichen
theoretischen und experimentellen Arbeiten untersucht worden [32, 33, 34]. Im Gegen-
satz zu Systemen aus der Festkörperphysik können in solchen atomoptischen Systemen
die periodischen Potentiale experimentell sehr exakt kontrolliert und die Materiewellen
direkt im Ortsraum beobachtet werden.

Gliederung dieser Arbeit

Gegenstand der vorliegenden Arbeit sind die Vertiefung der in [35] begonnenen Unter-
suchungen zum Dispersionsmanagement von Materiewellen und die Anwendung dieser
Technik zur experimentellen Realisierung heller atomarer Solitonen im Fall repulsiver
Wechselwirkung. In Ergänzung dazu werden experimentelle Vorarbeiten und theoreti-
sche Grundlagen zur Studie von Soliton-Kollisionen vorgestellt.

Die Arbeit gliedert sich im Einzelnen wie folgt: Nach dieser Einleitung werden in Ka-
pitel 2 theoretische Grundlagen bereitgestellt, die für die Durchführung und Interpretati-
on von Experimenten mit linearen Materiewellen und BECs in periodischen Potentialen
notwendig sind. Es werden zudem numerische Methoden dargestellt, die in Simulationen
zu den Experimenten Verwendung finden.

Kapitel 3 gibt einen Überblick über den verwendeten Aufbau und zentrale experi-
mentelle Techniken. Neben einer kurzen Vorstellung der wichtigsten Teile der Apparatur
und Berechnungen der optischen Potentiale wird dabei insbesondere auf essentielle Ver-
besserungen und Umbauten im Rahmen dieser Diplomarbeit eingegangen, die erst die
Realisierung von Solitonen ermöglicht haben.

Kapitel 4 beschreibt die Experimente zum Dispersionsmanagement und wurde zu
weiten Teilen in [36] veröffentlicht. Ergänzend zu der Veröffentlichung werden Details
des Modells, das zur Interpretation der experimentellen Ergebnisse entwickelt wurde,
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Kapitel 1 Einleitung

präsentiert und dessen numerische Umsetzung erläutert.
In Kapitel 5 wird schließlich die Realisierung heller atomarer Gap-Solitonen für Ato-

me mit repulsiver Wechselwirkung und deren systematische Untersuchung vorgestellt.
Dabei wird insbesondere auch auf aufgetretene experimentelle Hürden und deren jewei-
lige Lösung eingegangen. Im Rahmen dieser Arbeit wurden zudem ein weiteres Dioden-
lasersystem und zusätzliche optische Potentiale aufgebaut, die für eine Vielzahl neuer
Experimente verwendet werden können. Im Kontext der hier vorgestellten Experimente
werden experimentelle Vorarbeiten und theoretische Grundlagen zur Realisierung von
Soliton-Kollisionen präsentiert.
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2 Theoretische Grundlagen

2.1 Lineare Dispersion von Materiewellen

Ein räumlich endlich breites Wellenpaket hat generell eine nichtverschwindende Impuls-
breite. Dispersion, d. h. das Zerfließen eines Wellenpaketes mit der Zeit, tritt immer dann
auf, wenn die verschiedenen Impulskomponenten unterschiedliche Gruppengeschwindig-
keiten haben. Dies soll in diesem Abschnitt für Materiewellen am Beispiel eines Gauß-
schen Wellenpaketes konkretisiert werden. Dabei beschränken wir uns auf eine eindimen-
sionale Situation, da die im Rahmen dieser Diplomarbeit durchgeführten Experimente in
einem eindimensionalen Wellenleiter stattfinden. Aus didaktischen Gründen wird dabei
zunächst der Spezialfall wechselwirkungsfreier Atome betrachtet.

2.1.1 Dispersion freier Teilchen

Gegeben sei zu einem Anfangszeitpunkt t = 0 ein unschärfebegrenztes Gaußsches Wel-
lenpaket

Ψ(x, 0) =

(

2

π

)1/4 1√
σ

exp

[

−(x − x0)
2

σ2
+ ik0(x − x0)

]

. (2.1)

Dieses Wellenpaket beschreibt ein in einem Bereich der Breite 2 ∆x(0) = σ lokalisiertes1

Atom mit dem Impuls k0. Die zugehörige Impulsverteilung |Ψ(k = p
~
, 0)|2 ergibt sich aus

der Fouriertransformierten Ψ(k, 0) = (2π)−1/2 ∫ Ψ(x, 0)e−ikxdx. Sie ist gaußförmig um
den zentralen Wellenvektor k0 verteilt und hat eine durch die Heisenbergsche Unschärfe-
relation bestimmte Breite ∆p = ~∆k = ~/2∆x(0).

Die Dynamik dieses Wellenpaketes ist durch die freie Schrödingergleichung

i~
∂

∂t
Ψ(x, t) = − ~

2

2m

∂2

∂x2
Ψ(x, t) (2.2)

bestimmt. Die Eigenzustände der freien Schrödingergleichung sind durch die ebenen
Wellen eikx mit den Eigenenergien E(k) gegeben. Die Dispersionsrelation

E(k) =
~

2k2

2m
(2.3)

ist quadratisch im Wellenvektor k.

1Mit ∆x sei die Standardabweichung ∆x(t) =
√

〈x̂2〉t − 〈x̂〉2t der Wahrscheinlichkeitsverteilung
|Ψ(x, t)|2 für die Beobachtung des Atoms zum Zeitpunkt t am Ort x bezeichnet. Analoge Definitionen
gelten für die Größen ∆p := ∆p(0) und ∆k := ∆k(0). Für die 1/e2-Breiten der Wahrscheinlichkeitsver-
teilungen werden in dieser Arbeit hingegen immer griechische Buchstaben verwendet.
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Kapitel 2 Theoretische Grundlagen

Der Hamiltonoperator eines freien Teilchens ist im Impulsraum diagonal, so dass
die Impulsverteilung bei der Propagation erhalten bleibt. Das Wellenpaket nach einer
Zeit t ergibt sich daher am einfachsten aus der Integration der Schrödingergleichung im
Impulsraum:

Ψ(x, t) =
1√
2π

∫

Ψ(k, 0) e−
i
~

E(k)t eikx dk. (2.4)

Aus (2.4) ist ersichtlich, dass die Dynamik allein durch die Dispersionsrelation E(k)
festgelegt ist. Mit der Dispersionsrelation (2.3) ergibt sich:

|Ψ(x, t)|2 =
1√

2π ∆x(t)
exp

[

−(x − x0 − vg(k0) t)2

2 ∆x(t)2

]

. (2.5)

Das Wellenpaket bewegt sich mit einer Gruppengeschwindigkeit

vg(k0) =
1

~

dE

dk

∣

∣

∣

∣

k0

=
~k0

m
(2.6)

und zerfließt auf einer typischen Zeitskala Td, der Dispersionszeit2, gemäß:

∆x(t) = ∆x(0)

√

1 +

(

t

2 Td

)2

, Td =
m ∆x(0)2

~
. (2.7)

Entwicklung der Phase

Entscheidend für das Verständnis von Dispersionsmanagement ist die Phase φ(k, t) der
Wellenfunktion im Impulsraum Ψ(k, t) = Ψ(k, 0) e−iφ(k,t). Ein unschärfebegrenztes Wel-
lenpaket hat eine in k lineare Phase. Aus den Gleichungen (2.3) und (2.4) ist ersichtlich,
dass bei der freien Propagation eines solchen Wellenpaketes eine in k quadratische Phase

φ(k, t) =
E(k)

~
t =

~k2

2m
t (2.8)

akkumuliert wird. Dies entspricht gemäß (2.7) einer Verbreiterung im Ortsraum.

Kontrolle der Dispersion

Eine Kontrolle der Dispersion erfordert, dass die Größe und das Vorzeichen der Phase
φ(k, t) experimentell eingestellt werden können. Gleichung (2.8) zeigt, dass die Phase
die Masse m des Atoms als Parameter enthält. In Abschnitt 2.1.2 wird gezeigt, dass un-
ter bestimmten Bedingungen die Masse m in der Dispersionsrelation (und damit in der
Phase) durch einen experimentell kontrollierbaren Parameter, die effektive Masse meff,
ersetzt werden kann. Damit ist es also möglich, dem Wellenpaket während der Propa-
gation nach Belieben eine quadratische Phase mit positiver oder negativer Krümmung
aufzuprägen. In beiden Fällen entspricht die quadratische Phase einer Verbreiterung im
Ortsraum gegenüber dem anfänglichen unschärfebegrenzten Wellenpaket.

2Die hier angegebene Dispersionszeit ist die relevante Zeitskala für das Zerfließen eines Gaußschen
Wellenpaketes. Für ein Wellenpaket mit Sekans-Hyperbolikus-Form muss ∆x(0) durch die Solitonbreite
x0 ersetzt werden (siehe Abschnitt

”
Atomare Gap-Solitonen“, S.18).
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2.1 Lineare Dispersion von Materiewellen

Abbildung 2.1: Dispersionsmanagement für Materiewellen: Über die effektive Masse kann
die Dispersion experimentell kontrolliert werden. Einer quadratischen Phase im Impulsraum ent-
spricht eine Verbreiterung im Ortsraum.

In Abb. 2.1 ist ein Testexperiment für Dispersionsmanagement dargestellt: Ein bei
t = 0 unschärfebegrenztes Gaußsches Wellenpaket propagiert in einem ersten Schritt bis
t = t1 bei positiver effektiver Masse meff, 1 > 0 (

”
normale Dispersion“). Es akkumuliert

dabei eine quadratische Phase φ(k, t) mit positiver Krümmung und läuft räumlich aus-
einander. Zum Zeitpunkt t = t1 wird auf negative effektive Masse meff, 2 < 0 (

”
anomale

Dispersion“) umgeschaltet. Während dieses zweiten Schrittes akkumuliert das Wellenpa-
ket eine quadratische Phase mit negativer Krümmung. Diese baut die im ersten Schritt
aufgesammelte Phase kontinuierlich ab. Die Breite des Wellenpaketes reduziert sich ent-

sprechend. Zum Zeitpunkt t2 = t1 +
∣

∣

∣

meff, 2

meff, 1

∣

∣

∣
wird wieder die anfängliche lineare Phase

und damit die unschärfebegrenzte Breite erreicht. Eine weitere Propagation bei negati-
ver effektiver Masse würde nicht zu einer zusätzlichen Kompression des Wellenpaketes,
sondern wieder zu einer Expansion führen, da dabei eine quadratische Phase φ(k, t) mit
negativer Krümmung akkumuliert werden würde3.

Alternativ kann man das Experiment auch folgendermaßen verstehen: Im unschärfe-
begrenzten Anfangswellenpaket besteht keine Korrelation zwischen dem Ort und der
Impulsverteilung. Im ersten Schritt ist die effektive Masse positiv, so dass die Gruppen-
geschwindigkeit vg(k) in k monoton steigt (

”
normale Dispersion“). Bei der Propagation

sammeln sich daher im vorderen Teil des Wellenpaketes Beiträge von Wellenvektoren mit
k > k0 und im hinteren Teil solche mit k < k0. Im zweiten Schritt ist meff < 0, die Grup-
pengeschwindigkeit fällt also monoton in k (

”
anomale Dispersion“). Die zum Zeitpunkt

t1 vorhandene Korrelation zwischen dem Ort und der Impulsverteilung wird wieder ab-
gebaut, bis zum Zeitpunkt t2 das Wellenpaket wieder unschärfebegrenzt ist. Eine weitere
Propagation bei anomaler Dispersion würde zu einer entgegengesetzen Korrelation und
damit wieder zu einer Verbreiterung des Wellenpaketes führen.

3Da bei der hier besprochenen freien Propagation die Impulsbreite erhalten bleibt, kann aufgrund der
Heisenbergschen Unschärferelation die anfängliche Ortsbreite nicht unterschritten werden. Treten dage-
gen örtlich inhomogene Kräfte (z.B. Atom-Atom-Wechselwirkung) auf, verändert sich die Impulsbreite
und eine Kompression des Wellenpaketes unter die anfängliche Breite ist möglich (vgl. Abschnitt 2.2.2).
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Kapitel 2 Theoretische Grundlagen

2.1.2 Dispersion in einem periodischen Potential

Die Manipulation der Dispersionsrelation und damit die Kontrolle über die Dispersion
von Materiewellen gelingt mit Hilfe eines periodischen Potentials. In unserem Experiment
wird dieses Potential durch eine weit verstimmte optische Stehwelle der Wellenlänge λ
erzeugt (siehe Abschnitt 3.2). Effektiv bewegen sich die Atome in einem Potential

V (x) =
V0

2
cos(Gx) +

V0

2
(2.9)

mit G = 2π
d , wobei d = λ

2 die Periode des Potentials bezeichnet. Die Modulationstiefe
V0 des periodischen Potentials ist bei den im Rahmen dieser Arbeit vorgestellten Expe-
rimenten von der Größenordnung der Gitterrückstoß-Energie Erec = ~

2k2
rec/2m. Dabei

steht krec = G/2 für den Gitterrückstoß-Impuls. Unter bestimmten Bedingungen kann
das periodische Potential formal aus der Bewegungsgleichung entfernt werden, indem
das aus der Festkörper-Physik bekannte Konzept der effektiven Masse [31] verwendet
wird.

Bloch-Theorem und Bandstruktur

Das Bloch-Theorem [37] besagt, dass jeder Eigenzustand Φn,k(x) des Hamilton-Operators

Ĥ für ein beliebiges periodisches Potential U(x),

ĤΦn,k(x) :=

{

− ~
2

2m

∂2

∂x2
+ U(x)

}

Φn,k(x) = En,kΦn,k(x), (2.10)

als Produkt aus einer Funktion un,k(x) mit der Periodizität d des Potentials und einer
ebenen Welle mit Wellenvektor k geschrieben werden kann:

Φn,k(x) = un,k(x) eikx, un,k(x + d) = un,k(x) für alle x. (2.11)

Für das vorliegende kosinusförmige Potential (2.9) wird (2.10) zur Mathieu-Differential-
gleichung, deren Lösungen durch die Mathieu-Funktionen gegeben sind [38, 39].

Abbildung 2.2 a zeigt die Dispersionsrelation E = En(k) der Blochfunktionen Φn,k(x)
für eine typische Potentialstärke V0. Sie ist eine periodische Funktion des Quasiimpulses
k mit einer Periode 2π/d. Durch das periodische Potential entstehen aufgrund von Ni-
veauabstoßung Bänder, die durch Bandlücken getrennt sind. Die Größe der Bandlücken
hängt dabei von der Modulationstiefe V0 des periodischen Potentials ab.

Besonders relevant für die in dieser Arbeit vorgestellten Experimente ist das unterste
Band E1(k): Im Zentrum der Brillouin-Zone (|k| � krec) weicht es bei kleinen Modu-
lationstiefen nur unwesentlich von der quadratischen Dispersionsrelation freier Teilchen
ab. Am Rand der Brillouin-Zone ist die Dispersionsrelation hingegen stark modifiziert.
Dieser Umstand wird zur experimentellen Realisierung von Dispersionsmanagement ge-
nutzt.

Dynamik der Blochwellen

Prinzipiell kann jedes beliebige Wellenpaket nach den Blochwellen entwickelt werden, da
diese eine Basis des Hilbertraums darstellen. Die Dynamik ist dann durch die Dispersi-

8



2.1 Lineare Dispersion von Materiewellen

Abbildung 2.2: Numerisch bestimmte Bandstruktur von Atomen in einem periodischen Po-
tential der Modulationstiefe V0 = 0.7Erec. a) Energien der ersten drei Bänder: Die Energielücke
zwischen den beiden ersten Bändern verändert die Dispersionsrelation am Rand der Brillouin-
Zone drastisch. Die Energielücke zwischen dem zweiten und dritten Band ist dagegen sehr viel
kleiner. Die parabolische Näherung der Bandstruktur (gestrichelt) entspricht der Näherung kon-
stanter effektiver Masse. b) Gruppengeschwindigkeit vg(k) im untersten Band. c) Effektive Masse
meff(k) im untersten Band. Grün hinterlegt ist der Bereich annähernd konstanter positiver ef-
fektiver Masse (normale Dispersion), gelb hinterlegt der Bereich annähernd konstanter negativer
effektiver Masse (anomale Dispersion).

9
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onsrelation En(k) festgelegt:

Ψ(x, t) =
∑

n

∫ krec

−krec

an(k) Φn,k(x) e−
i
~

En(k)t dk. (2.12)

Bei Kenntnis der Entwicklungskoeffizienten an(k) lässt sich dieses Integral mit Hilfe der
Dispersionsrelation und der Blochfunktionen auswerten, die aus der konkreten Form des
periodischen Potentials bestimmt werden können.

Dispersionsmanagement in der oben beschriebenen Form ist möglich, wenn folgende
zwei Bedingungen erfüllt sind:

1. Die Atome müssen in einem Energieband (üblicherweise n = 1) präpariert werden.
Falls keine Übergänge in höhere Bänder durch Atom-Atom-Wechselwirkung oder
externe Kräfte induziert werden, beschränkt sich die Dynamik auf das eine besetzte
Band. Im Folgenden wird nur noch n = 1 berücksichtigt.

2. Die Quasiimpulsverteilung an(k) muss schmal sein im Vergleich zur Breite 2krec

der Brillouin-Zone. Gemäß der Heisenbergschen Unschärferelation bedingt dies für
die Breite der Einhüllenden A(x, t) des Wellenpaketes ∆x � d.

Im Rahmen der
”
effektive-Masse-Näherung“ [31] wird das Energieband E(k) um den

zentralen Quasiimpuls der Verteilung a(k) bis zur zweiten Ordnung in k entwickelt

E(k) ≈ E(k0) + ~vg(k0)(k − k0) +
~

2

2 meff
(k − k0)

2, (2.13)

wobei die Gruppengeschwindigkeit und die effektive Masse gegeben sind durch:

vg(k0) =
1

~

∂E(k)

∂k

∣

∣

∣

∣

k0

,
1

meff
=

1

~2

∂2E(k)

∂k2

∣

∣

∣

∣

k0

. (2.14)

Die Verläufe von vg(k) und meff(k) sind in Abb. 2.2 b bzw. c für eine typische Potenti-
alstärke V0 = 0.7 Erec gezeigt. Sie sind wie auch die Bandstruktur periodisch in k. Die
Gruppengeschwindigkeit nimmt bei den Quasiimpulsen k+

∞ und k−
∞ ihre Extremalwerte

vg,max bzw. vg,min an. Der Betrag |vg,max| = |vg,min| ist charakteristisch für die Stärke des
periodischen Potentials. Die effektive Masse ist im Zentrum der Brillouin-Zone positiv
und für schwache Potentiale gilt dort meff ≈ m. Bei den Quasiimpulsen k±

∞ divergiert die
effektive Masse, so dass die Dispersion hier stark unterdrückt ist. Am Rand der Brillouin-
Zone nimmt meff negative Werte an. Bei schwachem Potential ist |meff| hier sehr klein,
die Dispersion also ausgesprochen stark. Für Dispersionsmanagement kann die effektive
Masse kontrolliert werden, indem Wellenpakete bei unterschiedlichen Potentialstärken
V0 und verschiedenen zentralen Quasiimpulsen k0 präpariert werden.

Die Wellenfunktion wird nun in der Form Ψk0(x, t) = Φk0(x) e−
i
~

E(k0)t A(x, t) ge-
schrieben, d.h. die schnellen Oszillationen der Wellenfunktion werden durch die zentrale
Blochfunktion aufgefangen und A(x, t) beschreibt die Einhüllende des Wellenpaketes.
Unter der Annahme, dass sich der gitterperiodische Anteil uk(x) der Blochfunktionen
wesentlich langsamer mit k ändert als die Entwicklungskoeffizienten a(k) (vgl. Bedingung
2), gilt: Φk(x) = uk(x) eikx ≈ uk0(x) eikx. Die Verwendung der Näherung (2.13) liefert

10



2.1 Lineare Dispersion von Materiewellen

dann eine einfache Bewegungsgleichung für die Einhüllende A(x, t) des Wellenpaketes
Ψ(x, t):

i~

{

∂

∂t
+ vg

∂

∂x

}

A(x, t) = − ~
2

2 meff

∂2

∂x2
A(x, t). (2.15)

In einem mit der Geschwindigkeit vg mitbewegten Bezugssystem propagiert A(x, t) also
wie die Wellenfunktion eines freien Teilchens mit modifizierter Masse.

Bei Quasiimpulsbreiten, die größer sind als der Bereich annähernd konstanter effekti-
ver Masse, müssen in der Entwicklung (2.13) auch höhere Terme berücksichtigt werden.
Im Rahmen dieser Diplomarbeit wurden auch die daraus resultierenden Verformungen
des Wellenpaketes (insbesondere die Effekte der Punkte mit divergierender effektiver
Masse) systematisch untersucht.

Präparation in der Brillouin-Zone

Die Präparation eines Wellenpaketes im k-Raum an einem vorgegebenen zentralen Qua-
siimpuls k0 läuft in zwei Schritten ab:

1. Im ersten Schritt wird das periodische Potential mit einer linearen Amplituden-
rampe V0(t) = V0 t/τ1 der Dauer τ1 eingeschaltet. Dies führt zu einer adiabatischen
Präparation des Wellenpaketes im Zentrum der Brillouin-Zone, falls τ1 hinreichend
lang gewählt wird und sich das periodische Potential relativ zu den Atomen in Ruhe
befindet.

2. Im zweiten Schritt wird das periodische Potential mit einer linearen Geschwindig-
keitsrampe v(t) = −v0 t/τ2 der Dauer τ2 auf die Geschwindigkeit −v0 beschleunigt.
Dadurch wirkt im Bezugssystem der Stehwelle eine Scheinkraft Fvir = mv0/τ2, die
gemäß ~k̇ = F die Quasiimpulsverteilung von k0(τ1) = 0 auf k0(τ1 + τ2) = mv0/~

verschiebt. Bei adiabatisch langsamer Beschleunigung bleiben die Atome dabei im
untersten Energieband.

Bezeichnet |n, k〉 die Blochzustände mit Energien En(k), so lautet das Adiabatizitäts-
kriterium bezüglich Übergängen in höhere Bänder

∣

∣

∣

∣

〈n, k(t)| ∂

∂t
|1, k(t)〉

∣

∣

∣

∣

2

� |En(k(t)) − E1(k(t))|2
~2

. (2.16)

Gleichung (2.16) zeigt, dass aufgrund der bei V0 = 0 verschwindenden Energielücke ein
adiabatisches Hochrampen des periodischen Potentials am Rand der Brillouin-Zone nicht
möglich wäre und daher obige Präparation in zwei Schritten notwendig ist.

Eine obere Grenze für die Dauer τ2 der Beschleunigung ist durch die Forderung
gegeben, dass die Dynamik des Wellenpaketes im Wesentlichen erst nach Abschluss des
Präparationsprozesses stattfinden soll. Es muss daher τ2 � Td und im nichtlinearen
Fall zusätzlich τ2 � Tnl erfüllt sein, wobei Td und Tnl die Dispersionszeit bzw. die
nichtlineare Zeit (siehe Abschnitt 2.2.2) bezeichnen. Diese Größen sind charakteristische
Zeitskalen für die jeweilige Dynamik.

Um die Präparationszeit in dem meist verwendeten Fall k0 = krec unter Beachtung
des Adiabatizitätskriteriums möglichst kurz zu halten, wurde die Geschwindigkeitsram-
pe bei einigen Experimenten in zwei ebenfalls lineare Teilrampen unterteilt mit jeweils
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Abbildung 2.3: Präparation in der Brillouin-Zone: Im ersten Schritt wird das Wellenpaket
durch langsames Hochrampen einer optischen Stehwelle adiabatisch bei k0 = 0 präpariert. Im
zweiten Schritt wird die Verstimmung von einem der beiden Laserstrahlen von 0 auf ∆ν gerampt.
Dadurch wird das periodische Potential auf eine Geschwindigkeit v0 = − c∆ν

2νsw
beschleunigt und

das Wellenpaket an einem zentralen Quasiimpuls k0 = mv0/~ präpariert.

der Dauer τ2/2. In der ersten Teilrampe wird das periodische Potential von 0 auf 0.8 vrec

beschleunigt und in der zweiten Teilrampe weiter auf vrec. Die Photonen-Rückstoßge-
schwindigkeit ist dabei gegeben durch vrec = ~krec/m. Typische Zeiten in unseren Expe-
rimenten sind τ1=4–6 ms und τ2=1.3 ms. Numerische Rechnungen zeigen, dass dies auch
im Fall wechselwirkender Atome eine hinreichend adiabatische Präparation sicherstellt.

Abbildung 2.3 zeigt schematisch die experimentelle Realisierung des Präparations-
vorgangs: Das periodische Potential ist experimentell durch eine optische Stehwelle reali-
siert, die gegenüber dem D2-Übergang bei 780.24 nm um einige Nanometer rotverstimmt
ist. Diese Stehwelle wird durch zwei kolineare, gegenläufige Laserstrahlen der Wellenlänge
λsw = c/νsw erzeugt. Mittels einer Verstimmung ∆ν des einen Laserstrahls gegenüber
dem anderen wird das periodische Potential auf eine Geschwindigkeit v0 = − c∆ν

2νsw
be-

schleunigt. Dies entspricht einer Verschiebung des Wellenpaketes im Quasiimpuls-Raum
von k0 = 0 nach k0 = mv0/~.

2.2 Bose-Einstein-Kondensation

Mit der ersten experimentellen Realisierung von Bose-Einstein-Kondensation verdünnter
atomarer Gase im Jahr 1995 [9, 10] wurde ein neues Fenster in die Quantenwelt geöffnet.
Die Atome im Kondensat können durch eine gemeinsame makroskopische Wellenfunktion
beschrieben werden. Dies ermöglicht eine direkte Beobachtung der Entwicklung eines
kohärenten Materiewellenpaketes im Ortsraum. In diesem Abschnitt wird die Theorie
von Bose-Einstein-Kondensaten (BECs) kurz vorgestellt, soweit sie für die im Rahmen
dieser Arbeit durchgeführten Experimente relevant ist. Ausführliche Diskussionen der
Physik von BECs finden sich in zahlreichen Übersichtsartikeln, zum Beispiel in [40, 41].
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2.2 Bose-Einstein-Kondensation

2.2.1 Grundlagen

Bose-Einstein-Kondensation beruht auf der Ununterscheidbarkeit und der Wellennatur
von Teilchen. Bereits in den Jahren 1924–1925 sagten S. Bose [3] und A. Einstein [2] theo-
retisch voraus, dass in einem homogenen System von Bosonen oberhalb einer kritischen
Phasenraumdichte

Dc = nλ3
dB = ζ(3/2) ≈ 2.612 (2.17)

der Grundzustand makroskopisch besetzt wird. Dabei bezeichnet n die räumliche Dichte
der Bosonen und

λdB =

(

2π~
2

mkBT

)1/2

(2.18)

die thermische deBroglie-Wellenlänge für ein Teilchen der Masse m in einem Gas der
Temperatur T . Die deBroglie-Wellenlänge λdB kann als die Ortsunschärfe angesehen
werden, die mit der thermischen Impulsverteilung assoziiert ist. Bei der kritischen Pha-
senraumdichte ist λdB von der Größenordnung des mittleren Teilchenabstands n−1/3.

Vom experimentellen Standpunkt aus sind BECs in harmonischen Fallen besonders
interessant, da sie inhomogene und örtlich begrenzte Systeme darstellen. Dies bewirkt,
dass sich der Phasenübergang nicht nur im Impuls-, sondern auch im Ortraum zeigt.
Bei vorgegebener Atomzahl N wird der Grundzustand einer harmonischen Falle für
Temperaturen unterhalb einer kritischen Temperatur

Tc =
~ωho

kB

(

N

ζ(3)

)1/3

≈ 0.94
~ωho

kB
N1/3 (2.19)

makroskopisch besetzt. Dabei ist ωho = (ωxωyωz)
1/3 das geometrische Mittel der Fallen-

frequenzen. Dies gilt für wechselwirkungsfreie Bosonen im thermodynamischen Limes.
Gleichung (2.19) zeigt, dass die kritische Temperatur Tc mit der Atomzahl N abnimmt.
Dies erschwert die experimentelle Erzeugung reiner Kondensate mit sehr kleinen Atom-
zahlen.

Gross-Pitaevskii-Gleichung

Die Dynamik eines schwach wechselwirkenden BECs kann in Meanfield-Näherung durch
die Gross-Pitaevskii-Gleichung (GPE) für den Erwartungswert des Feldoperators
Ψ(r, t) = 〈Ψ̂(r, t)〉 beschrieben werden [42, 43, 44]. Ψ(r, t) hat die Bedeutung eines Ord-
nungsparameters und wird auch als die

”
Wellenfunktion des Kondensats“ bezeichnet,

da die Dichte des Kondensats über n(r, t) = |Ψ(r, t)|2 festgelegt ist. Die GPE enthält
mehrere Näherungen, jedoch stellt sie für kleine Temperaturen (T � Tc) und große
Kondensate (N � 1) eine gute Approximation dar.

In einem verdünnten Gas bei niedriger Temperatur sind nur binäre Stöße relevant
und die Wechselwirkung kann durch einen einzigen Parameter, die s-Wellen-Streulänge
a, beschrieben werden. Das Atom-Atom-Wechselwirkungspotential V (r′ − r) wird dann
durch ein Pseudopotential g · δ(r′ − r) ersetzt, wobei die Kopplungskonstante g durch

g =
4π~

2a

m
(2.20)
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gegeben ist. Das Potential ist für negative Streulänge attraktiv und für positive Streulänge
repulsiv. Der Wert von a kann prinzipiell durch ein statisches externes Magnetfeld mit-
tels Feshbach-Resonanzen experimentell in Betrag und Vorzeichen kontrolliert werden
[28, 29, 30]. Bei den in dieser Arbeit verwendeten kleinen Magnetfeldern ist für 87Rb
die Streulänge jedoch immer positiv, so dass im Folgenden nur noch der Fall a > 0
betrachtet wird.

Mit den obigen Definitionen und Näherungen lautet die Gross-Pitaevskii-Gleichung
(GPE) für ein BEC in einem externen Potential Vext(r, t):

i~
∂

∂t
Ψ(r, t) =

{

−~
2∇2

2m
+ Vext(r, t) + g|Ψ(r, t)|2

}

Ψ(r, t). (2.21)

Die Wellenfunktion ist dabei auf die Atomzahl normiert,
∫

|Ψ|2 d3r = N .

Berechnung des Grundzustandes

Der stationäre Grundzustand eines Bose-Einstein-Kondensats in einem beliebigen Poten-

tial hat die Form Ψ(r, t) = Ψ(r)e−
i
~

µt mit dem chemischen Potential µ. Bei nicht mitein-
ander wechselwirkenden Atomen ist die Wellenfunktion des Kondensats durch

√
NΨ0(x)

gegeben, wobei Ψ0(x) die Wellenfunktion des Einteilchen-Grundzustands in dem Poten-
tial bezeichnet. Für wechselwirkende Atome ist die Berechnung des Kondensat-Grund-
zustands bzw. der entsprechenden Dichteverteilung hingegen im allgemeinen eine nicht
triviale Aufgabe. Im Fall harmonischer Fallen stehen jedoch verschiedene numerische
bzw. analytische Näherungsmethoden zur Verfügung [45, 46, 47]. Der entscheidende Pa-
rameter für die Wahl einer Näherungsmethode ist dabei das Verhältnis aus nichtlinearer
und kinetischer Energie γ := Enl

Ekin
.

Thomas-Fermi-Näherung Für große Nichtlinearität (γ � 1) kann der kinetische
Term in der Gross-Pitaevskii-Gleichung vernachlässigt werden (Thomas-Fermi-Nähe-
rung), d.h. die zu (2.21) korrespondierende stationäre GPE vereinfacht sich zu

µΨ(r) =
{

Vext(r) + g|Ψ(r)|2
}

Ψ(r). (2.22)

Für Kondensate in einem harmonischen Fallenpotential mit den Fallenfrequenzen ωx, ωy,
ωz ist die Bedingung γ � 1 erfüllt, wenn Na

aho
� 1, wobei aho :=

√

~/mωho die mittlere
Oszillatorlänge bezeichnet. In der Thomas-Fermi-Näherung lassen sich dann einfache
analytische Ausdrücke für wichtige Größen berechnen [41]:

Die Dichteverteilung des Kondensats kann (mit Ausnahme eines schmalen Randbe-
reiches) in guter Näherung durch

n(r) =

{

g−1 [µ − Vext(r)] für µ ≥ Vext(r)

0 sonst
(2.23)

beschrieben werden. Das chemische Potential ergibt sich dabei aus der Normierung der
Wellenfunktion zu

µ =

(

152ma2
~

4

32

)1/5

N2/5ω
6/5
ho . (2.24)
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2.2 Bose-Einstein-Kondensation

Das Kondensat hat bei einem harmonischen Fallenpotential also eine parabolische Dich-
teverteilung mit den Thomas-Fermi-Radien

Rtf,i =

√

2µ

mω2
i

=

(

15a~
2

m2

)1/5
N1/5ω

3/5
ho

ωi
(i = x, y, z). (2.25)

Diese Gleichungen gelten für die Thomas-Fermi-Näherung der 3D-Gross-Pitaevskii-Glei-
chung.

Falls in einer axialsymmetrischen Situation (d.h. ωy = ωz =: ω⊥) die transversalen
Freiheitsgrade ausgefroren sind, wird die Dynamik des Systems durch die 1D-Gross-
Pitaevskii-Gleichung (2.31) beschrieben (siehe detailiertere Erläuterung dort). Unter der
Voraussetzung γ � 1 bzw. Na

a2
⊥

/ax
� 1 kann in der entsprechenden stationären 1D-

GPE wieder die kinetische Energie vernachlässigt werden. In dieser 1D-Thomas-Fermi-
Näherung gilt für das chemische Potential

µ =

(

9 a2
~

2m

8

)1/3

(Nω⊥ωx)2/3. (2.26)

Die Dichteverteilung ist dann für x ≤ Rtf,x durch

n(r) =
µ

g1d

[

1 −
(

x

Rtf,x

)2
]

· |Ψ⊥(y, z)|2 (2.27)

gegeben und sonst 0. Dabei bezeichnen Ψ⊥(y, z) die auf 1 normierte Grundzustand-
Wellenfunktion des transversalen Oszillators und

Rtf,x =

(

3a~

m

)1/3(Nω⊥
ω2

x

)1/3

(2.28)

den Thomas-Fermi-Radius in axialer Richtung.
Ein Vergleich der Formeln (2.24) und (2.26) für das chemische Potential bzw. von

(2.25) und (2.28) für die Thomas-Fermi-Radien in den beiden Fällen zeigt, dass die
Abhängigkeit dieser Größen von der Atomzahl N sich mit der Dimension des beschrie-
benen Systems ändert.

Effektive Fallenfrequenzen Für kleinere Nichtlinearität γ . 1 bietet folgende von
Baym und Pethick [48] vorgeschlagene numerische Methode eine bessere Beschreibung.
Die exakte Grundzustandsenergie des Systems in Mean-Field-Näherung ist durch das
Ginzburg-Pitaevskii-Gross-Energiefunktional gegeben, das der Gross-Pitaevskii-Glei-
chung zugrunde liegt. Als Ansatz für die Wellenfunktion des Kondensats dient nun eine
Gaußfunktion

Ψ(r) = N1/2 (ω̃xω̃yω̃z)
1/4
(m

π~

)3/4
exp

[

−m

2~
(ω̃xx2 + ω̃yy

2 + ω̃zz
2)
]

, (2.29)

wobei die so genannten effektiven Fallenfrequenzen ω̃i Variationsparameter sind. Die
Grundzustandsenergie ist dann durch eine analytische Funktion E(ω̃x, ω̃y, ω̃z) gegeben.
Eine Minimierung der Energie bezüglich (ω̃x, ω̃y, ω̃z) liefert die gesuchten effektiven Fal-
lenfrequenzen. Bei repulsiver Wechselwirkung sind diese immer kleiner als die Fallenfre-
quenzen ωi des Potentials. Dies entspricht einem gegenüber dem wechselwirkungsfreien
Fall weiter ausgedehnten Grundzustand mit niedrigerer Dichte im Fallenzentrum.
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Abbildung 2.4: Wellenleiter für Atome. Bei hinreichend kleiner linearer Dichte befinden sich
die Atome transversal im Grundzustand und die Dynamik ist auf eine Dimension begrenzt.

Propagation im Wellenleiter

Die in dieser Arbeit vorgestellten Experimente wurden alle in einem eindimensionalen
Wellenleiter durchgeführt, der die Atome transversal in ein harmonisches Potential

Vwg =
1

2
mω2

⊥(y2 + z2) (2.30)

einschließt, sie aber longitudinal (fast) frei propagieren lässt (Abb. 2.4). Für nicht wech-
selwirkende Atome ist die GPE mit diesem Potential separabel und die Wellenfunktion
kann als Produkt aus einem longitudinalen und einem transversalen Anteil geschrieben
werden, Ψ(r) = Ψ(x)Ψ⊥(y, z). Bei wechselwirkenden Atomen sind die transversalen und
die longitudinalen Freiheitsgrade durch den nichtlinearen Term in der GPE miteinander
gekoppelt. Solange die nichtlineare Energie kleiner als die Energie ~ω⊥ transversaler An-
regungen ist, stellt der obige Produktansatz in diesem Fall jedoch eine gute Näherung
dar. Das Kondensat behält dann auch während der Propagation längs des Wellenleiters
einen anfänglich präparierten transversalen Zustand bei, der Wellenleiter ist dynamisch
eindimensional.

In erster Näherung kann für den transversalen Grundzustand der wechselwirkenden
Atome der Grundzustand des transversalen Oszillators mit der Oszillatorlänge a⊥ =
√

~/mω⊥ verwendet werden. Der obige Separationsansatz führt dann auf die 1D-Gross-
Pitaevskii-Gleichung:

i~
∂

∂t
Ψ(x, t) =

{

− ~
2

2m

∂2

∂x2
+ Vext(x, t) + g1d|Ψ(x, t)|2

}

Ψ(x, t). (2.31)

Dabei ist g1d = g/2πa2
⊥ = 2a~ω⊥ und Ψ(x, t) ist auf die Atomzahl N normiert. Mit

diesem Ansatz lautet die Bedingung für dynamische Eindimensionalität

n1d,max = maxx

(

|Ψ(x, t)|2
)

≤ 1

2a
. (2.32)

Für 87Rb ergibt sich damit [49] eine maximal erlaubte lineare Dichte von 87 Atomen/µm.

2.2.2 Propagation in einem periodischen Potential

Die Wellenfunktion eines BECs in dem periodischen Potential (2.9) in einer dynamisch
eindimensionalen Situation entwickelt sich gemäß

i~
∂

∂t
Ψ(x, t) =

{

− ~
2

2m

∂2

∂x2
+

V0

2
cos (2π

x

d
) + g1d|Ψ(x, t)|2

}

Ψ(x, t). (2.33)

Neben der veränderten Dispersionsrelation spielt hierbei auch die Nichtlinearität eine
entscheidende Rolle und durch das Zusammenwirken der beiden Beiträge treten völlig
neue Phänomene auf (siehe Abschnitt

”
Atomare Gap-Solitonen“, Seite 18).
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2.2 Bose-Einstein-Kondensation

Abbildung 2.5: Verlauf des Faktors αnl in Abhängigkeit des Quasiimpulses k für verschiedene
Modulationstiefen V0 des periodischen Potentials.

Effektive-Masse-Theorie für schwache Nichtlinearität

Aufgrund des nichtlinearen Terms in der GPE sind die Blochfunktionen Φn,k(x) keine
Eigenfunktionen von (2.33). Unter folgenden beiden Bedingungen kann der Formalismus
der effektiven Masse dennoch auch auf die GPE übertragen werden:

1. Wie im linearen Fall muß die Breite der Verteilung des Wellenpaketes im Quasi-
impulsraum schmal sein gegenüber der Breite der Brillouinzone. Dies ermöglicht
die Beschreibung durch eine langsam veränderliche Einhüllende.

2. Die Nichtlinearität darf nur eine kleine Störung darstellen, d.h. die maximale Nicht-
linearität muß klein sein gegenüber der Bandlücke Egap über dem niedrigsten Band.
Dann können Kopplungen an höhere Bänder vernachlässigt werden und es genügt
das unterste Band zur Beschreibung der Dynamik.

Analog zum linearen Fall wird die Wellenfunktion angesetzt als das Produkt aus einer
Blochfunktion Φk0 im untersten Energieband, wobei k0 wieder das Zentrum der Quasi-
impulsverteilung bezeichnet, und einer langsam variierenden Einhüllenden A(x, t):

Ψ(x, t) = Φk0(x) e−
i
~

E(k0)t A(x, t). (2.34)

Dies führt im Rahmen des Konzepts der effektiven Masse [50] oder einer multiple scales
Analyse [51] auf folgende effektive 1D-Gross-Pitaevskii-Gleichung für die Einhüllende:

i~

{

∂

∂t
+ vg

∂

∂x

}

A(x, t) =

{

− ~
2

2 meff

∂2

∂x2
+ αnlg1d|A(x, t)|2

}

A(x, t). (2.35)

Die Gruppengeschwindigkeit vg und die effektive Masse meff sind dabei wie in (2.14)

definiert. Die Blochfunktionen sind gemäß d−1
∫ d/2
−d/2 |un,k0(x)|2 dx = 1 normiert, während

die Einhüllende über [−∞,∞] auf die Atomzahl N normiert ist. Der Vorfaktor αnl =

d−1
∫ d/2
−d/2 |un,k0(x)|4 dx nimmt für schwache Potentiale (V0 ∼ Erec) Werte zwischen 1.0

und 1.6 an (siehe Abb. 2.5). Er berücksichtigt die aufgrund der Dichtemodulation im
periodischen Potential erhöhte Nichtlinearität.

Hiermit kann nun die 2. Bedingung von oben konkretisiert werden: Für schwache
Potentiale ist Egap ≈ V0/2, so dass die Bedingung schließlich lautet:

n1d,max = maxx

(

|A(x, t)|2
)

� V0

4αnl~ω⊥a
. (2.36)
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Kapitel 2 Theoretische Grundlagen

Abbildung 2.6: Solitonen verschiedenen Typs und verschiedener Ordnung. a) Dunkles Soliton
erster Ordnung auf einem breiten Hintergrund für meff · g1d > 0. b) Helles Soliton erster Ord-
nung für meff · g1d < 0. c) Helles Soliton dritter Ordnung mit derselben Anfangswellenfunktion
wie bei b) aber 9 mal so großer Atomzahl. Man beachte die unterschiedlichen Achsenskalierun-
gen in den Graphen a),b),c). d) Helle Solitonen bei attraktiver interatomarer Wechselwirkung
(g1d < 0) sind auch ohne die Anwendung von Dispersionsmanagement realisierbar. In diesem Fall
ist die solitonische Lösung durch die Wellenfunktion Ψ(x, t) selbst gegeben. e) Die Erzeugung
eines hellen Solitons bei repulsiver Atom-Atom-Wechselwirkung (g1d > 0) ist nur für anomale
Dispersion (meff < 0) möglich. Diese wird durch Dispersionsmanagement mittels periodischer
Potentiale, die eine Modulation der Wellenfunktion bewirken, realisiert. Hier zeigt nicht die Wel-
lenfunktion selbst, sondern deren Einhüllende A(x, t) solitonisches Verhalten. Im Graphen ist die
Modulationsperiode der Wellenfunktion zur besseren Darstellbarkeit um den Faktor 4 vergrößert
abgebildet.

Für V0 = Erec, k0 = krec und eine typische Fallenfrequenz von ω⊥ = 2π · 100 Hz muß die
lineare Dichte kleiner als 1040 Atome/µm sein. Diese Bedingung ist hier also weniger
streng als die Bedingung (2.32) für dynamische Eindimensionalität.

Wie schon im linearen Fall erlaubt die Kontrolle der effektiven Masse eine Änderung
des kinetischen Terms in Betrag und Vorzeichen. Die über die Kopplungskonstante g
im nichtlinearen Term auftretende Masse wird jedoch nicht durch die effektive Masse
ersetzt, da die charakteristische Längenskala der Wechselwirkung a = 5.77 nm � d ist
und das periodische Potential daher keine Auswirkungen auf die Kopplungskonstante
hat.

Atomare Gap-Solitonen

Die nichtlineare Schrödingergleichung (2.35) ist formal identisch mit der Bewegungsglei-
chung für Laserpulse in optischen Glasfasern, wobei Orts- und Zeitvariablen vertauscht
sind. Die Wechselwirkung zwischen den Atomen entspricht dabei der Selbst(de)fokus-
sierung aufgrund des Kerr-Effektes in der Optik.

Die Gleichung hat solitonische Lösungen [52]. Für meff ·g > 0 treten dunkle Solitonen
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2.2 Bose-Einstein-Kondensation

(siehe Abb. 2.6 a) auf. Unter einem dunklen Soliton versteht man ein schmales, zeitlich
nicht zerfließendes Dichteminimum mit einem Phasensprung π innerhalb eines breiten
Untergrundes. Für meff · g < 0 unterstützt (2.35) helle Solitonen (siehe Abb. 2.6 b,c),
d.h. Lösungen, bei denen das gesamte Kondensat als nicht zerfließendes Wellenpaket
propagiert.

Die beiden Spezialfälle dunkler Solitonen bei repulsiver Wechselwirkung [26, 27] und
heller Solitonen bei attraktiver Wechselwirkung [24, 25] wurden schon von verschiede-
nen Gruppen demonstriert. In diesen Fällen ist kein Dispersionsmanagement notwendig
(meff = m > 0) und die Wellenfunktion selbst zeigt solitonisches Verhalten.

In dieser Arbeit werden nun zum ersten Mal helle Solitonen für repulsive Wechselwir-
kung (also meff < 0, a > 0) untersucht. Die negative effektive Masse wird, wie erläutert,
durch Verwendung eines periodischen Potentials und Präparation des Wellenpaketes an
der Bandkante realisiert. Aufgrund der Nichtlinearität liegt die Energie dann in der
Bandlücke, weshalb man diese Klasse von Lösungen auch als

”
helle Gap-Solitonen“ be-

zeichnet. Im Gegensatz zu den oben diskutierten Fällen zeigt bei Gap-Solitonen nicht die
Wellenfunktion selbst, sondern deren Einhüllende A(x, t) solitonisches Verhalten (siehe
Abb. 2.6 d). Gap-Solitonen wurden in der nichtlinearen Faseroptik bereits demonstriert
[53, 54], für BECs bisher aber nur theoretisch vorhergesagt [55, 50]. Im streng mathema-
tischen Sinn handelt es sich bei Gap-Solitonen nicht um Solitonen, sondern um

”
solitäre

Wellen“, da die GPE mit periodischem Potential nicht integrabel ist [56].
Solitonen beruhen auf dem Zusammenspiel von Dispersion und Nichtlinearität. Mit

den beiden Beiträgen sind jeweils charakteristische Energien bzw. Zeiten verbunden, die
Dispersionszeit Td und die nichtlineare Zeit Tnl:

Td =
|meff|x2

0

~
, Tnl =

~

αnl|g1d|n1d,max
(2.37)

Dabei ist x0 die in (2.39) genauer definierte Breite der Einhüllenden A(x, t = 0). Für ein
Soliton der Ordnung N (mit N ∈ N) gilt:

Td = N 2Tnl. (2.38)

Die Einhüllende des fundamentalen Solitons (N = 1, siehe Abb. 2.6 b) ist gegeben durch

A(x, t) =

√

N

2x0
sech

(

x − vgt

x0

)

e−i π
4

t
Ts (2.39)

mit der Solitonbreite x0 und der Solitonperiode Ts:

x0 =
2~

2

N |meff|αnlg1d
, Ts =

π|meff|x2
0

2~
. (2.40)

Das fundamentale Soliton behält also seine Breite und Form über die Zeit bei. Es tritt,
wie schon erwähnt, bei repulsiver Wechselwirkung nur für meff < 0 auf, kann also nur
am Rand der Brillouin-Zone generiert werden. Interessant ist die Tatsache, dass dassel-
be Wellenpaket im wechselwirkungsfreien Fall wegen |meff(krec)| < |meff(0)| hier sogar
schneller zerfließen würde als bei Präparation im Zentrum der Brillouin-Zone. Eine repul-
sive Wechselwirkung wirkt also dem dispersiven Auseinanderfliessen des Wellenpaketes
entgegen. Dies ist eine sehr eindrucksvolle Manifestation der negativen effektiven Masse.

19



Kapitel 2 Theoretische Grundlagen

Für das fundamentale Soliton ist n1d,max = N/2x0, so dass die Solitonbedingung
(2.38) bei gegebenen experimentellen Parametern und gegebener Anfangsbreite eine Be-
dingung an die Atomzahl N im Soliton ist:

N =
~

meffω⊥αnlax0
. (2.41)

Ein Anfangswellenpaket derselben Form aber mit N 2-facher Atomzahl stellt ein Soliton
der Ordnung N dar. Solitonen mit N > 1 zeigen ein periodisches

”
Atmen“ der Breite.

Während einer Solitonperiode Ts treten N − 1 Minima der Breite auf (siehe Abb. 2.6 c).
Mit typischen experimentellen Parametern (V0 = 0.7 Erec, ω⊥ = 2π ·85 Hz, x0 = 6.5 µm)
ergibt sich N = 244. Die reproduzierbare Erzeugung solch kleiner Kondensate stellt
sehr hohe experimentelle Anforderungen und war eine der Hauptschwierigkeiten für die
Demonstration des hellen Gap-Solitons. Numerische Untersuchungen zeigen, dass So-
litonen stabil sind gegenüber leichten Abweichungen von der durch (2.41) geforderten
Atomzahl und der sech-Form [22]. Dies wird durch die in Abschnitt 5.2 vorgestellten
experimentellen Ergebnisse bestätigt.

2.3 Numerische Methoden

Für einen quantitativen Vergleich der experimentellen Ergebnisse mit den theoretischen
Vorhersagen wurden verschiedene numerische Berechnungen und Simulationen durch-
geführt. Die zugrundeliegenden Methoden sollen hier kurz vorgestellt werden.

2.3.1 Berechnung der Bandstruktur und der Blochfunktionen

Die hier vorgestellte Methode zur numerischen Bestimmung der Bandstruktur und der
Blochfunktionen ist aus der Festkörperphysik wohlbekannt [31]. Um aus der Eigenwert-
gleichung HΦn,k = En,kΦn,k eine numerisch verwendbare Gleichung abzuleiten, werden
das periodische Potential und die Blochwellen nach ebenen Wellen entwickelt:

V (x) =
∑

G

VGeiGx, Φn,k(x) =

(

∑

K

ck−Ke−iKx

)

eikx. (2.42)

Aus dem Blochtheorem folgt, dass K als Werte nur ganzzahlige Vielfache von G = 2 krec

annimmt. Aufgrund der konkreten Form (2.9) des periodischen Potentials enthält die
Entwicklung von V (x) sogar nur die beiden Terme V−G = VG = V0

4 . Unter Verwendung
dieser Entwicklungen und der Orthogonalität der ebenen Wellen lässt sich die Eigen-
wertgleichung in folgendes Gleichungssystem umschreiben
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wobei Tk−K = ~
2

2m(k − K)2 ist. Das abzählbar unendlich große Gleichungssystem wird
numerisch durch Berücksichtigung von J reziproken Gittervektoren K = m ·G (m ∈ Z)
näherungsweise gelöst: Zu jedem Quasiimpuls k ∈ [−krec, krec] ergeben sich eine Reihe
von Energieeigenwerten En,k mit jeweils dazugehörigem Eigenvektor, d.h. mit der ent-
sprechenden Blochfunktion Φn,k. Durch Differentiation von En,k nach k können schließ-
lich noch die Gruppengeschwindigkeit vg(k) und die effektive Masse meff(k) im n-ten
Band bestimmt werden.

2.3.2 Simulationen

Die nichtlineare Dynamik eines Bose-Einstein-Kondensats kann außer in Spezialfällen
nur numerisch berechnet werden. Eine in vielen Fällen sehr gute, jedoch recht rechen-
aufwändige Methode ist die unten beschriebene Split-Step-Technik. Für die Propagation
eines Wellenpaketes wechselwirkungsfreier Atome in einem periodischen Potential bietet
sich folgende wesentlich schnellere Methode an.

Lineare Propagation eines Bloch-Wellenpaketes

Bei Abwesenheit von interatomaren Wechselwirkungen sind die Eigenzustände in einem
periodischen Potential durch die Blochwellen Φn,k(x) = un,k(x)eikx gegeben. Betrachtet
sei hier ein Wellenpaket, das im untersten Energieband E1(k) = E1,k in einem schmalen
Bereich um einen zentralen Quasiimpuls k0 präpariert ist. Das Wellenpaket wird nun
nach den Blochwellen entwickelt und diese werden einzeln propagiert:

Ψ(x, t2) =
1√
2π

∫ ∞

−∞
f(k, t1) Φ1,k(x) e−i

E1(k)
~

(t2−t1) dk (2.44)

≈ 1√
2π

u1,k0(x)

∫ ∞

−∞
f(k, t1) eikxe−i

E1(k)
~

(t2−t1) dk. (2.45)

Für die Näherung wurde vorausgesetzt, dass sich un,k im Bereich um k0 viel langsamer
mit k ändert als eikx. Diese Bedingung ist in unseren Experimenten im Allgemeinen sehr
gut erfüllt. Man führt nun eine Funktion f(x, t) durch folgende Definition ein:

Ψ(x, t) =: u1,k0(x) · f(x, t). (2.46)

Die ganze Dynamik des Systems wird also durch die Funktion f(x, t) beschrieben. In
obiger Näherung ist f(k, t1) durch die Fouriertransformierte von f(x, t1) gegeben. Aus
(2.45) ergibt sich somit, dass bei Kenntnis der Dispersionsrelation E1(k) die zeitliche
Entwicklung von f und damit von Ψ sehr einfach berechnet werden kann:

f(x, t2) ≈ F−1
[

F [f(x, t1)] e
−i

E1(k)
~

(t2−t1)
]

. (2.47)

Hierbei bezeichnet F die Fouriertransformation.

Split-Step-Methode

Die Split-Step-Methode ist ein allgemeines Verfahren zur Integration einer beliebigen
Schrödingergleichung, falls der Hamiltonoperator in zwei Terme aufgeteilt werden kann,
die im Impulsraum bzw. im Ortsraum diagonal sind:

Ĥ(x̂, p̂, t) = K̂(p̂, t) + V̂ (x̂, t). (2.48)
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Die Idee besteht nun darin, den infinitesimalen Zeitentwicklungsoperator U(t + dt, t)
[57] in Terme aufzuspalten, die jeweils leicht im Orts- bzw. im Impulsraum ausgewertet
werden können:

U(t + dt, t) = e−iĤdt = e−i(K̂+V̂ )dt ≈ e−iK̂dt/2e−iV̂ dte−iK̂dt/2. (2.49)

Da die Operatoren x̂ und p̂ nicht kommutieren, wird bei der Aufteilung in Faktoren
ein Fehler gemacht. Durch die symmetrische Aufteilung wird der Fehler jedoch von dt2

auf dt3 verringert im Vergleich zu einer Aufteilung e−iK̂dte−iV̂ dt. Der Operator K̂ ist
diagonal im Impulsraum, während V̂ im Ortsraum diagonal ist. Die Wellenfunktion
Ψ(x, t2) = U(t2, t1)Ψ(x, t1) zu einem Zeitpunkt t2 = t1 + Nstep dt ergibt sich dann durch
abwechselnde Propagation im Impuls- und im Ortsraum

Ψ(x, t2) ≈ P̂1/2
ˆR(t) [P̂ ˆR(t)]Nstep−1 P̂1/2Ψ(x, t1), (2.50)

mit

P̂1/2 = F−1e−
i
~

K dt/2F , P̂ = F−1e−
i
~

K dtF , ˆR(t) = e−
i
~

V (t) dt. (2.51)

Mit K ist dabei der Operator K̂ in Impulsdarstellung bezeichnet, während V für den
Operator V̂ in Ortsdarstellung steht. Im Fall der 1D-Gross-Pitaevskii-Gleichung lauten
K und V damit

K =
p2

2m
, V (t) = V (x, t) + g1d|Ψ(x, t)|2. (2.52)

Der Operator R̂(t) muss bei der Propagation aufgrund der Nichtlinearität auch bei zeit-
unabhängigem Potential V (x) in jedem Zeitschritt neu berechnet werden. Es sei noch
einmal explizit darauf hingewiesen, dass einfach mittels der Halbschritte P̂1/2 an den En-
den der Propagation die Genauigkeit von dt2 auf dt3 erhöht wird. Der Rechenaufwand
steigt dagegen nur im ersten und letzten Schritt und beim Abspeichern der Wellenfunk-
tion während der Simulation.

Die Split-Step-Methode kann analog auch zur Propagation der Einhüllenden A(x, t)
unter Einbeziehung der vollen Dispersionsrelation E1(k) des untersten Bandes verwendet
werden. Die Faktoren K und V sind in diesem Fall durch

K = E1(k), V (t) = Vext(x, t) + αnl,k0 g1d|Ψ(x, t)|2 (2.53)

gegeben, wobei Vext alle rein ortsabhängigen Potentiale mit Ausnahme des periodischen
Potentials beinhaltet.
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Dieses Kapitel gibt einen Überblick über die Apparatur, mit der Bose-Einstein-Kon-
densate hergestellt und die in den folgenden zwei Kapiteln beschriebenen Experimen-
te durchgeführt wurden. Hierfür ist eine Kombination verschiedener experimenteller
Techniken notwendig: Die Atome werden durch eine Vakuumkammer von der Umwelt
isoliert und mit geeigneten Lasersystemen und optischen Aufbauten eingefangen und
lasergekühlt. Der Quantenphasenübergang zum BEC wird durch zweistufige Evapora-
tionskühlung zunächst in einer Magnetfalle und dann in einer optischen Dipolfalle er-
reicht. Ein periodisches optisches Potential ermöglicht Dispersionsmanagement. Diese
Teile der Apparatur waren zu Beginn meiner Diplomarbeit schon vorhanden. Bis zur
reproduzierbaren Kondensation in der optischen Dipolfalle, die eine wichtige Vorausset-
zung für die durchgeführten Experimente darstellt, waren jedoch noch viele Detailver-
besserungen notwendig. Zudem erforderten die in Kapitel 5 beschriebenen Experimente
zur Erzeugung atomarer Solitonen einmal eine grundlegende Modifikation der optischen
Potentiale. Ein Umbau des Abbildungssystems führte außerdem zu einer deutlichen Ver-
besserung der Abbildungsqualität. Abschließend wurden zusätzliche optische Potentiale
konzipiert und aufgebaut, mit deren Hilfe in Zukunft unter anderem Experimente zu
Solitonkollisionen durchgeführt werden sollen.

Im Folgenden wird zunächst ein kurzer Überblick über die wesentlichen Teile der
Apparatur gegeben. Es folgt eine detailliertere Beschreibung der für unsere Experimente
zentralen optischen Potentiale und ihrer experimentellen Kontrolle. Das Abbildungssy-
stem, mit dessen Hilfe alle experimentellen Daten gewonnen werden, wird im darauffol-
genden Abschnitt behandelt. Das Kapitel schließt mit einer Erläuterung der Evaporati-
onskühlung in der Magnet- und in der Dipolfalle.

3.1 Apparatur zur Erzeugung des BECs

Der folgende Abschnitt ist bewusst sehr kurz gehalten, da viele Details schon in [35]
ausführlich beschrieben wurden. Lediglich die Magnetfalle, die eine zentrale Rolle spielt,
wird ausführlicher behandelt. Den optischen Potentialen, der Abbildung und der Eva-
porationskühlung sind, wie bereits erwähnt, jeweils eigene Abschnitte gewidmet.

3.1.1 Gesamtaufbau

Die Abbildung 3.1 zeigt schematisch einen Überblick über den Gesamtaufbau der Ap-
paratur, wie sie auf dem optischen Tisch angeordnet ist.
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Abbildung 3.1: Schematischer Überblick über den Gesamtaufbau: Im oberen Teil befinden
sich die Lasersysteme. Im unteren, gegen Streulicht abgedunkelten Teil befinden sich der Funnel
und die Glaszelle, in der die Experimente stattfinden. In dieser Abbildung nicht gezeigt sind die
senkrechten Funnel- und MOT-Strahlen, sowie der Laser und die Optik zur simultanen Erzeugung
mehrerer Kondensate (siehe Abschnitt 5.4.2). Abbildung aus [35], bearbeitet.
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Abbildung 3.2: Hyperfeinstruktur von 87Rb und verwendete Laserwellenlängen

Lasersystem

Im oberen Teil der Abbildung sind die Lasersysteme dargestellt:

• Ein Titan-Saphir-Laser (Coherent MBR-110), der mit einem frequenzverdoppelten
Nd:YAG-Laser (Coherent Verdi V10) gepumpt wird und eine optische Ausgangs-
leistung von typischerweise 1.4W hat. Er ist auf den F =2 → F ′=3, 1 -Crossover-
Übergang der D2-Linie von 87Rb stabilisiert und liefert das Licht für den atomaren
Funnel, die magneto-optische Falle (MOT), das optisches Pumpen und die Abbil-
dung.

• Ein gitterstabilisierter Diodenlaser (ECDL1), der als Rückpumper für Funnel und
MOT auf den F =1 → F ′=2 -Übergang der D2-Linie gelockt ist.

• Ein zweiter diodengepumpter Nd:YAG-Laser (Spectra-Physics T40-X30-106QW),
der bei einer Wellenlänge von 1064 nm eine optische Leistung von 8 W für die
Laserstrahlen der optischen Dipolfalle liefert.

• Zur Erzeugung des optischen Gitters konnte freundlicherweise der Titan-Saphir-
Laser (Coherent 899) der Nachbargruppe mitgenutzt werden. Es stand dadurch
schmalbandiges, gegenüber der D2-Linie nach Belieben rot- oder blauverstimmtes
Licht ausreichender Leistung (max. 1W) zur Verfügung.

Einen Überblick über das Termschema von 87Rb und über die verwendeten Wellenlängen
gibt Abb. 3.2.
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Vakuumsystem, Funnel und MOT

Der auf der Abbildung untere Teil des Aufbaus ist zum Schutz gegen Streulicht abge-
dunkelt. Hier befinden sich das Vakuumsystem, der Funnel und die Glaszelle, in der das
BEC hergestellt wird und die Experimente stattfinden. Mithilfe des atomaren Funnels
[58] wird ein kalter Atomstrahl erzeugt. Dieser tritt durch ein kleines Loch, das als diffe-
rentielle Pumpstufe dient, in die Ultrahochvakuum (UHV)-Kammer ein. In der Glaszelle
werden die Atome in einer MOT [4] gefangen. Während des Experimentes wird die MOT
kontinuierlich mit zwei Kameras beobachtet: Die erste ermöglicht eine schnelle qualitati-
ve Kontrolle der einwandfreien Funktion der MOT, während die zweite für quantitative
Zwecke und zur Justierung von Funnel und MOT dient. Das Fluoreszenzlicht der Ato-
me in der MOT wird mit einer Linse auf eine Fotodiode abgebildet. Dadurch ist es
möglich, den experimentellen Ablauf nach dem Fangen der Atome in der MOT immer
bei der gleichen Atomzahl fortzusetzen und somit reproduzierbare Anfangsbedingungen
zu schaffen.

Magnetfalle

Von der MOT werden die Atome in eine räumlich überlappende Magnetfalle umgeladen.
Diese beruht auf der Wechselwirkung des magnetischen Moments µ des Atoms mit einem
externen Magnetfeld B(r). Die Wechselwirkungsenergie ist gegeben durch

U(r) = −µ · B(r) = mF gF µBB(r), (3.1)

wobei µ das magnetische Moment des Atoms mit dem Gesamtdrehimpuls F bezeichnet.
Die Atome sammeln sich abhängig vom Vorzeichen des gyromagnetischen Faktors gF und
vom magnetischen Unterzustand mF entweder in Bereichen hoher Feldstärken (

”
high

field seeker“) oder in Bereichen kleiner Feldstärken (
”
low field seeker“). Da aufgrund

der Maxwell-Gleichungen in stromfreien Regionen nur Magnetfeldminima, jedoch keine
Magnetfeldmaxima existieren können [59], sind ausschließlich

”
low field seeker“ magne-

tisch fangbar. Bei 87Rb sind dies im Grundzustand die Unterzustände |F =1, mF =−1〉,
|F =2, mF =1〉, |F =2, mF =2〉 und, aufgrund des quadratischen Zeeman-Effektes, auch
|F =2, mF =0〉. Für die hier beschriebenen Experimente wird der Zustand |F =2, mF =2〉
verwendet, in den die Atome mittels eines optischen Pumppulses präpariert werden.

Die einfachste Methode, eine Magnetfalle zu realisieren, besteht in einem Quadru-
polfeld, das durch zwei Spulen in Anti-Helmholtz-Konfiguration erzeugt werden kann.
Bewegen sich die Atome in der Falle, so folgt das magnetische Moment adiabatisch der
Magnetfeldrichtung, d.h. die Atome bleiben polarisiert und damit gefangen. Eine Aus-
nahme davon bildet das Fallenzentrum mit verschwindender Feldstärke: Hier finden so
genannte Majorana-Übergänge [60, 61] in nicht gefangene mF -Zustände statt, was zu
unerwünschten Verlusten aus der Falle führt. Es gibt verschiedene Fallengeometrien, die
das Problem der Majorana-Verluste vermeiden, insbesondere die Ioffe-Pritchard-Falle
[62] und die Time-Orbiting-Potential-Falle (TOP-Falle) [9]. Letztere bietet einen besse-
ren optischen Zugang und findet in unserem Experiment Verwendung.

Bei einer TOP-Falle wird dem Quadrupolfeld ein in der radialen Ebene rotierendes
magnetisches Bias-Feld überlagert. Wenn die Rotationsfrequenz wesentlich höher als die
Oszillationsfrequenz der Atombewegung in der Falle ist und wesentlich niedriger als die
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Lamorfrequenz, so entsteht ein zeitgemitteltes harmonisches Potential:

UTOP (r) =
|mF gF µB|

2

(

2B0 + B′′
ρρ2 + B′′

z z2
)

. (3.2)

Darin bezeichnet ρ = x2+y2 den Abstand von der Symmetrieachse des Quadrupolfeldes.
B′′

ρ = B′2

2B0
und B′′

z = 4B′2

B0
sind durch den radialen Gradienten B ′ des Quadrupolfeldes

und die Stärke B0 des Bias-Feldes festgelegt. Der Nullpunkt des magnetischen Feldes
liegt nicht im Fallenzentrum, sondern bewegt sich auf einer Kreisbahn (dem

”
circle of

death“) mit Radius rd = B0/B
′ in der x-y-Ebene um dieses herum. Die Fallentiefe ist

deswegen durch Majorana-Verluste auf UTOP (rd)−UTOP (0) = |mF gF µB|B0/4 begrenzt.
Für den |F =2, mF =2〉-Zustand mit |µ| = µB ergeben sich die Fallenfrequenzen

ωx = ωy =

√

µBB′2

2mB0
=

ωz√
8
. (3.3)

Unter Einfluss des Gravitationspotentials [63] ist die Ruhelage der Atomwolke um

∆z = −rd

2

β
√

1 − β2
, β =

mg

2µBB′ (3.4)

aus dem Fallenzentrum verschoben (
”
gravitational sag“) und die Fallenfrequenzen erge-

ben sich aus einer harmonischen Näherung um diese Ruhelage zu:

ω′
x = ω′

y = ωx(1 − β2)1/4
√

1 + β2 (3.5)

ω′
z = ω′

x

√

8
1 − β2

1 + β2
. (3.6)

Für typische Quadrupolfallenströme von 100-200 A (siehe Abb. 3.6) ist bei unserem Auf-
bau β < 0.1 und die Korrekturen der Fallenfrequenzen gegenüber dem schwerelosen Fall
liegen bei wenigen Promille. Die Veränderung der Ruheposition kann für diese Ströme
durch ∆z = g/ω2

z genähert werden, wobei auch hier nur Fehler im Promillebereich in
Kauf genommen werden müssen. Bei der weiteren Reduktion des Quadrupolfallenstroms
während des Umladens werden die genaueren Korrekturen für den gravitational sag und
die Fallenfrequenzen jedoch relevant, da die Fehler sonst mehrere Prozent betragen. Aus
den Gleichungen (3.5) und (3.6) ist ersichtlich, dass sich die Form der Atomwolke bei
weiterer Erniedrigung des Quadrupolfallenstroms (d.h. Erhöhung von β) von oblat nach
sphärisch verändert, bis die Atome bei β = 1 nicht mehr gefangen sind.

Zur evaporativen Kühlung (siehe Abschnitt 3.4.1) stehen zwei Methoden zur Ver-
fügung: Für das Circle of Death-Kühlen wird der Radius rd kontinuierlich verringert,
während für das Radiofrequenz(Rf)-Kühlen Strahlung mit einer typischen Frequenz von
4.5–7.5 MHz bei konstanten B ′ und B0 über je eine Antenne ober- und unterhalb der
Glaszelle eingestrahlt wird. Beide Techniken bewirken ausschließlich im Randbereich der
atomaren Wolke Übergänge in ungefangene mF -Zustände und den Verlust der entspre-
chenden Teilchen aus der Falle. Da sich hier bevorzugt die heißesten Atome aufhalten,
führt dies in Verbindung mit einer hinreichend schnellen Rethermalisierung zu einer
Erniedrigung der Temperatur.
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Kapitel 3 Experimentelles System

Abbildung 3.3: Aufbau um die Glaszelle mit Wellenleiter, Haltestrahl, periodischem Potential
und Abbildungsoptik. Nicht dargestellt sind die MOT-Strahlen und die Optik zur simultanen
Erzeugung mehrerer Kondensate.

Computersteuerung des Experiments

Der gesamte experimentelle Ablauf wird mit Hilfe eines mit
”
LabView“ geschriebenen

Computerprogramms in Millisekunden-Schritten gesteuert. Dazu stehen 16 analoge und
16 digitale Ausgabekanäle, sowie 8 analoge Eingabekanäle zur Verfügung. Mit einem
zweiten Computer werden die Absorptionsbilder aus der Kamera ausgelesen und durch
ein

”
MATLAB“-Programm sofort analysiert. Dies ermöglicht es, die Ergebnisse bereits

während des Experimentierens zu kontrollieren und die Steuerungssequenzen gegebenen-
falls kurzfristig zu korrigieren bzw. zu optimieren.

3.1.2 Aufbau um die Glaszelle

Abbildung 3.3 zeigt schematisch den Aufbau um die UHV-Glaszelle, in der die eigentli-
chen Experimente stattfinden. Die Atome werden in der Magnetfalle durch erzwungene
Evaporation bis zu einer typischen Phasenraumdichte D = 3 ·10−2 vorgekühlt und dann
in eine optische Dipolfalle umgeladen (siehe Abschnitte 3.2 und 3.4). Die optische Dipol-
falle wird von zwei sich orthogonal kreuzenden, gegenüber der D2-Linie rotverstimmten
Laserstrahlen, dem Wellenleiter (WG) und dem Haltestrahl (XDT), gebildet. In dieser
Falle wird die kalte Atomwolke schließlich durch Absenken der Strahlleistungen bis zur
Quantenentartung gekühlt. Nach Abschalten des Haltestrahls befindet sich das BEC
in einer dynamisch eindimensionalen Situation und kann sich längs des Wellenleiters
frei ausbreiten. Das periodische Potential wird durch eine optische Stehwelle aus zwei
gegenläufigen Laserstrahlen erzeugt. Es wurde im Laufe der Diplomarbeit umgebaut
und ist jetzt kolinear mit dem Wellenleiter, während es vorher einen Winkel α = 21◦

mit diesem einschloss. Erst durch diese Modifikation wurde die Realisierung von Solito-
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3.2 Optische Potentiale

nen möglich (siehe Abschnitt 5.1.2). Die Frequenzen der beiden Strahlen können durch
akusto-optische Modulatoren (AOMs), die von einem

”
arbitrary wave form generator“

über Rf-Elektronik gesteuert sind, phasenkontinuierlich und unabhängig voneinander
präzise verstimmt werden. Für die Aufnahme der Bilder der atomaren Dichteverteilun-
gen wird resonante Absorptionsabbildung verwendet (siehe Abschnitt 3.3). In Abbildung
3.3 nicht gezeigt sind die MOT-Strahlen, sowie die zur simultanen Erzeugung mehrerer
Kondensate verwendete Optik (siehe Abb. 3.5).

3.2 Optische Potentiale

Der Wellenleiter, der Haltestrahl, das periodische Potential zur Kontrolle der Disper-
sion, sowie das periodisches Potential zur simultanen Erzeugung mehrerer Kondensate
werden im Experiment durch Laserstrahlen realisiert, deren Frequenz ωl weit von einer
Resonanz ω0 im Spektrum der 87Rb-Atome entfernt ist. In der für solche optische Felder
anwendbaren elektrischen Dipolnäherung [64] koppeln die Atome über ihre Dipolmomen-
te d an den Operator Ê des elektrischen Anteils des Lichtfeldes gemäß Ĥal = −d · Ê.
Das Lichtfeld besteht aus einem Kontinuum von Vakuummoden und einer Mode, die das
elektrische Feld E(r) des Laser beschreibt. Die Kopplung an die Vakuummoden führt
zu spontaner Emission, während die Kopplung an das Laserfeld den Strahlungsdruck
und das konservative Dipolpotential erzeugt. Für die im Experiment realisierte Situa-
tion großer Verstimmung δ = ωl − ω0 mit |δ| � Ω, |δ| � Γ sind spontane Emission
und Strahlungsdruck vernachlässigbar und es ergibt sich für ein Zwei-Niveau-System
das Dipolpotential:

V (r) =
~|Ω(r)|2

4δ
. (3.7)

Dabei bezeichnen Ω = d · E(r)/~ die Rabifrequenz für den betrachteten Übergang und
Γ die natürliche Linienbreite des angeregten Zustandes. Das Betragsquadrat der Rabi-
frequenz hängt gemäß

|Ω(r)|2 =
Γ2I(r)

2Isat
(3.8)

von der Intensität I(r) des Laserstrahls und der Sättigungsintensität Isat des Übergangs
ab. Bei einem Atom mit Hyperfeinstruktur wie 87Rb müssen noch die entsprechenden
Clebsch-Gordan-Koeffizienten berücksichtigt werden [65].

3.2.1 Wellenleiter (WG) und Haltestrahl (XDT)

Der Wellenleiter wird durch einen fokussierten, linear polarisierten Gaußschen Laser-
strahl [66] mit der Wellenlänge λd = 2πc/ωd und der Intensitätsverteilung

I(r) =
Imax

1 + (x/xr)2
exp

[

−2(y2 + z2)

W (x)2

]

, W (x) = Wwg

√

1 + (x/xr)2 (3.9)

erzeugt. Dabei sind Wwg die Strahltaille, xr = πW 2
wg

λD
die Rayleigh-Länge und Imax =

2P
πW 2

wg
die maximale Intensität des Strahls mit der Leistung P . Mit den Verstimmungen

δi = ωD − ωi des Lasers gegenüber den Di-Linien ergibt sich schließlich das Potential

Vwg(r) =
Vmax

1 + (x/xr)2
exp

[

−2(y2 + z2)

W (x)2

]

, Vmax =
~Γ2Imax

8Isat

1

3

(

1

δ1
+

2

δ2

)

(3.10)
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mit Isat =1.58 mW/cm2. Das Potential setzt sich dabei aus der Summe der zu D1- und
D2-Linie gehörigen Einzelpotentiale zusammen. In Vmax ergibt sich der Faktor 1

3 vor der
Klammer aus den Clebsch-Gordan-Koeffizienten der beteiligten Hyperfein-Übergänge
und der Faktor 2 innerhalb der Klammer berücksichtigt ihre Anzahl. Die Annahme glei-
cher Verstimmung δ2 für die beiden in unserem Fall am D2-Übergang beteiligten oberen
Niveaus 2P3/2, F=2 und 2P3/2, F=3 ist eine sehr gute Näherung, da diese Verstimmung
sehr groß ist gegenüber dem Abstand von 267 MHz der beiden Niveaus (vgl. Abb. 3.2).
Das Potential ist für Vmax < 0 attraktiv und eine quadratische Entwicklung um den
Fokus liefert die charakteristischen Fallenfrequenzen

ω⊥ =

√

4|Vmax|
mW 2

wg

, ω‖ =

√

2λ2
d|Vmax|

mπ2W 4
wg

=
λd√

2πWwg

ω⊥. (3.11)

Für typische experimentelle Parameter λd = 1064 nm und Wwg ' 60 µm ist ω⊥ ' 250 ω‖.
Die Intensität des Laserstrahls kann also so eingestellt werden, dass die Atome transversal
hinreichend stark eingeschlossen sind und longitudinal für Propagationszeiten t � ω‖ als
frei beschrieben werden können. Typische Fallenfrequenzen liegen bei ω⊥ = 2π · 100 Hz
und ω‖ = 2π · 0.5 Hz.

Die Photonen-Streurate Γs im Intensitätsmaximum des Wellenleiters ist gegeben
durch

Γs =
Γ3Imax

8Isat

1

3

(

1

δ2
1

+
2

δ2
2

)

. (3.12)

Falls die Verweildauer der Atome im Wellenleiter wesentlich kürzer als Γ−1
s ist, kann die

Streuung der Photonen an den Atomen vernachlässigt werden. Typische Werte von Γ−1

für den Wellenleiter liegen bei mehreren Sekunden.

Die entsprechenden Formeln für den Haltestrahl ergeben sich durch Vertauschung von
x und y. Der Waist Wxdt beträgt typischerweise ebenfalls 60 µm, während die Fallenfre-
quenzen bei den verschiedenen Experimenten auf sehr unterschiedliche Werte einstellt
werden.

3.2.2 Periodisches Potential

Das periodische Potential wird durch eine mit dem Wellenleiter kolineare optische Steh-
welle realisiert. Sie wird von zwei gegenläufigen Laserstrahlen mit Intensitäten Ia,b und
Frequenzen ωa,b erzeugt. Für kleine Verstimmung ∆ω = ωb−ωa � ωa,b ergibt sich durch
Mittelung der Intensität über eine Periodendauer 2π/ωa,b ein zeitlich langsam veränder-
liches Interferenzmuster, dessen Intensität sich im Bereich der gemeinsamen Strahltaille
durch

I(x, t) = Ia + Ib + 2
√

IaIb

[

1 + cos

(

2ω

c
x − ∆ωt

)]

(3.13)

beschreiben lässt. Dabei ist ω = (ωa+ωb)/2. Das periodische Potential ist typischerweise
nur um einige Nanometer von D1- und D2-Linie verstimmt, so dass Interferenzen mit
dem Wellenleiter (λwg = 1064 nm) keine Rolle spielen. Das resultierende Dipolpotential
ergibt sich analog zum vorherigen Abschnitt zu

Vsw(x, t) =
V0

2
cos

(

2ω

c
x − ∆ωt

)

+ V1, V0 =
~Γ2

√
IaIb

2Isat

1

3

(

1

δ1
+

2

δ2

)

(3.14)
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mit δi = ω − ωi. Im Idealfall gleicher Strahlintensitäten Ia = Ib ist die Modulationstiefe
V0 maximal und der konstante Term lautet V1 = V0

2 . Für ∆ω = 0 hat das periodische
Potential dann genau die Form (2.9). Es kann mittels einer Verstimmung ∆ω auf eine
Geschwindigkeit vsw = − c∆ω

2ω beschleunigt werden. Dies ermöglicht die Präparation des
Wellenpaketes im Quasiimpulsraum, wie bereits in Abschnitt 2.1.2 erläutert. Für Ia 6= Ib

berechnet sich V1 zu V0
4

(

Ia√
IaIb

+ Ib√
IaIb

)

.

Die maximale Photonen-Streurate für Atome in der optischen Stehwelle ist in jedem
Fall gegeben durch

Γs =
Γ3(Ia + Ib +

√
IaIb)

8Isat

1

3

(

1

δ2
1

+
2

δ2
2

)

. (3.15)

Im Fall Ia = Ib liegen die Photonenstreuraten für die beim Dispersionsmanagement ver-
wendeten schwachen optischen Potentiale typischerweise unter 1 Hz. Bei gutem Überlapp
der Stehwellenstrahlen stellt spontane Emission aufgrund des periodischen Potentials da-
her auf der Zeitskala unserer Experimente (einige 10 ms) keine Störung dar.

Eichung der Potentialstärke

Experimentelle Eichungen der Modulationstiefe des periodischen Potentials können un-
abhängig voneinander durch Bragg-Beugung [67], Landau-Zener-Tunneln [68] oder Beu-
gung im Kapitza-Dirac-Regime [69] erhalten werden. Als Beispiel soll hier die Bragg-
Beugungs-Methode erläutert werden.

Zur Eichung mittels Bragg-Beugung nutzt man die Intensitätsabhängigkeit der Band-
lücke ∆E zwischen dem untersten und dem ersten angeregten Band in der Dispersions-
relation. Dazu wird das periodische Potential im Gegensatz zum normalen Präparations-
prozess direkt mit der Gitterrückstoß-Geschwindigkeit vrec angeschaltet. Der Anfangs-
zustand des im Laborsystem ruhenden Wellenpaketes mit der Einhüllenden A(x, t = 0)
lautet im bewegten Bezugssystem der Stehwelle dann also Ψ(x, 0) = A(x, 0) · e−ikrecx.
Dies ist nach Anschalten des periodischen Potentials kein Eigenzustand des Systems
mehr. Die Eigenzustände mit Quasiimpuls −krec in den untersten zwei Bändern sind
durch die Blochfunktionen Φ1,−krec und Φ2,−krec gegeben:

Φ1,−krec(x, t) ≈ 1√
2
(e+ikrecx + e−ikrecx) e−

i
~

E1 t (3.16)

Φ2,−krec(x, t) ≈ 1√
2
(e+ikrecx − e−ikrecx) e−

i
~

E2 t. (3.17)

Die Näherung gilt dabei für kleine Stehwellenintensitäten. Der Anfangszustand lautet in
dieser Basis also

Ψ(x, 0) = A(x, 0) · e−ikrecx = A(x, 0) · 1√
2

[Φ1,−krec(x, 0) − Φ2,−krec(x, 0)] . (3.18)

Da die Zustände Φ1 und Φ2 Eigenzustände sind, besteht ihre Zeitentwicklung nur in

der Akkumulation eines Phasenfaktors e−
i
~

E1 t bzw. e−
i
~

E2 t. Aufgrund der Differenz
zwischen den beiden Eigenenergien ist Ψ(x, 0) als Superposition aus diesen Zuständen
jedoch kein Eigenzustand, sondern entwickelt sich gemäß:

Ψ(x, t) ≈ A(x, 0) · 1√
2

e−
i
~

E1 t
[

Φ1,−krec(x, 0) − Φ2,−krec(x, 0) e−
i
~
∆E t

]

(3.19)

≈ A(x, 0) · 1

2
e−

i
~

E1 t
[

eikrecx(1 − e−
i
~
∆E t) + e−ikrecx(1 + e−

i
~
∆E t)

]

.(3.20)
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Abbildung 3.4: Experimentelle Kontrolle über Amplitude und Phase des periodischen Po-
tentials. a) Verwendete Rf-Elektronik (siehe Text). b) Schematische Darstellung einer Sequenz
zur adiabatischen Präparation der Wellenpakete im Quasiimpulsraum.

Hierbei wurde angenommen, dass die Energielücke ∆E(k) über den Bereich der Quasi-
impuls-Verteilung des Wellenpaketes näherungsweise den konstanten Wert ∆E hat. So-
lange das periodische Potential angeschaltet ist, oszilliert der Zustand also mit der Fre-
quenz Ω = ∆E/~ zwischen den freien Impulseigenzuständen bei −krec und jenen bei krec

im Bezugssystem der Stehwelle hin- und her. Bei abruptem Ausschalten der Stehwelle
nach einer Dauer t1 wird der Zustand Ψ(x, t1) auf die freien Impulszustände projiziert.
In einer darauf folgenden freien Expansion trennen sich die zu den verschiedenen Im-
pulskomponenten gehörigen Anteile des Wellenpaketes räumlich auf, so dass ihre relative
Besetzung im Ortsraum detektiert werden kann. Durch Variation von t1 kann daher die
Oszillationsfrequenz Ω experimentell bestimmt werden. Die Bandlücke ∆E zwischen den
beiden untersten Bändern und damit auch Ω sind eindeutige Funktionen der Modulati-
onstiefe V0 des periodischen Potentials, so dass sich diese hieraus bestimmen lässt.

Experimentelle Kontrolle über Amplitude und Phase

Zur Präparation der Atome im periodischen Potential bei beliebigem Quasiimpuls ist eine
genaue experimentelle Kontrolle der Phase und Amplitude der Stehwelle notwendig. Dies
ist mit Hilfe der AOMs in den beiden Laserstrahlen, die die Stehwelle bilden, möglich.

Die AOMs werden durch die in Abb. 3.4 a dargestellte Rf-Elektronik angesteuert. Ein
Voltage Controlled Oscillator (VCO) erzeugt ein sinusförmiges Signal bei einer Frequenz
von 100 MHz. Das Signal wird in zwei Kanäle für die beiden AOMs aufgespalten. In jedem
Kanal wird das 100-MHz-Signal mit dem jeweiligen Ausgangssignal eines zweikanaligen
Arbitrary Waveform Generator (Tektronix AWG 420) mit Frequenzen in der Nähe von
10 MHz gemischt. Aus den beiden entstehenden Mischungssignalen wird durch einen
Bandpass-Filter jeweils die 110-MHz-Komponente des Signals extrahiert. Diese Signale
werden schließlich auf eine Leistung von maximal je 1 W verstärkt und treiben die beiden
AOMs.

Die Kontrolle der Amplitude und der Phase der beiden Kanäle erfolgt über das Aus-
gangssignal des AWG. Dieser ist in der Lage, beliebige Wellenformen, also digitale Listen
von Spannungswerten in einem Speicher, mit einer vorgegebenen Samplingfrequenz ab-
zuspielen. Im Gegensatz zu einem gewöhnlichen Funktionsgenerator können mit einem
AWG beliebige Ausgabefunktionen realisiert werden. Dies ermöglicht die phasenkonti-
nuierliche Verstimmung der beiden Stehwellen-Laserstrahlen gegeneinander und damit
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die phasenkontinuierliche Beschleunigung des periodischen Potentials, wie sie für die
Präparation der Wellenpakete bei einem bestimmten Quasiimpuls benötigt wird (vgl.
Abschnitt 2.1.2).

Eine solche Präparations-Sequenz ist schematisch in Abb. 3.4 b dargestellt: Zunächst
wird in beiden Kanälen ein sinusförmiges Signal der Frequenz f1 mit einer linearen
Amplitudenrampe angeschaltet. Dadurch werden die Atome adiabatisch im Zentrum
der Brillouinzone präpariert. Im nächsten Schritt wird die Frequenz des ersten Kanals
linear von f1 auf f2 erhöht und das Wellenpaket damit im Quasiimpulsraum verscho-
ben. Schließlich bleibt die Verstimmung der beiden Stehwellenstrahlen bis zum Ende
des Experimentes konstant, so dass sich das periodische Potential mit gleichbleibender
Geschwindigkeit weiterbewegt.

3.2.3 Aktive Stabilisierung der Potentialtiefen

Die Intensitäten von Wellenleiter, Haltestrahl und periodischem Potential sind sehr kri-
tische experimentelle Parameter, bei denen Fluktuationen so gut wie möglich vermieden
werden müssen. Aus diesem Grund wurden die Intensitäten über je einen Regelkreis ak-
tiv stabilisiert. Jeder Regelkreis besteht aus einer Monitor-Fotodiode, einem AOM und
einem Proportional-Integral-Schaltkreis. Der PI-Schaltkreis steuert die Intensität des
jeweiligen Laserstrahls mit Hilfe des AOMs jeweils so, dass die Spannung der Monitor-
Fotodiode mit einer vom Computer vorgegebenen Spannung übereinstimmt. Durch diese
Stabilisierung ist es möglich, die Strahlintensität auf der Fotodiode und damit in der
Glaszelle sehr exakt reproduzierbar einzustellen, unabhängig von Drifts der Strahlin-
tensität vor dem AOM. Da die Laserstrahlen durch Glasfasern in den abgedunkelten
Bereich des Experimentes geleitet werden, können schon kleine mechanisch-thermische
Drifts der Strahlen vor der Einkopplung in die Glasfasern zu extrem großen Intensitäts-
drifts am Ausgang der Glasfasern führen. Solche Drifts der Intensitäten und damit der
Fallentiefen stellten zu Beginn meiner Diplomarbeit insbesondere für die Kondensation
in der optischen Dipolfalle noch ein großes Problem dar.

3.2.4 Weitere optische Potentiale

Neben den oben beschriebenen Lichtfeldern stehen in der Glaszelle zwei weitere optische
Potentiale zur Verfügung (siehe Abb. 3.5). Sie dienen in Experimenten, die im Rahmen
dieser Arbeit vorgestellt werden (siehe Kapitel 5.4), zur simultanen Erzeugung von zwei
Kondensaten mit einem kleinen, vorgegebenen Abstand (typischerweise 20-100 µm) und
zu deren Manipulation. Der Aufbau kann jedoch ohne größere Modifikationen auch zur
Erzeugung zweidimensionaler Gitter [70] und damit für Experimente zur Eindimensio-
nalität und möglicherweise sogar für die Realisierung eines Tonks-Gases [71, 72, 73]
eingesetzt werden.

Die Potentiale werden durch zwei senkrecht zueinander linear polarisierte Laserstrah-
len der Wellenlänge λsw,2 = 779.917 nm erzeugt. Der erste Strahl bildet mit der Verti-
kalen einen Winkel von 8◦ und wird durch einen Spiegel in sich selbst zurückreflektiert,
so dass ein periodisches Potential entsteht. Der Winkel mit dem Wellenleiter kann zwi-
schen 88◦ und 92◦ variiert werden. Die Taille des Strahls im Zentrum der Glaszelle be-
trägt 391×480 µm2. Der zweite Strahl verläuft in der y-z-Ebene und steht senkrecht auf
dem ersten Strahl. Er wurde in den bisher durchgeführten Experimenten noch nicht ver-
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Abbildung 3.5: Optisches Gitter zur Erzeugung der Doppelkondensate. Die Abbildung zeigt
schematisch den verwendeten Aufbau in Aufsicht (oben) und in Frontalansicht (unten). Eine
geheizte Rb-Spektroskopiezelle dient zur spektralen Unterdrückung resonanter Anteile im Licht
des Diodenlasers. Mit Zylinderlinsen wird das Licht auf eine Strahltaille von 391×480 µm2 (senk-
rechter Strahl) fokussiert.

wendet, kann aber zur Erzeugung eines repulsiven Potentials für die Untersuchung von
Solitonkollisionen eingesetzt werden (siehe Abschnitt 5.4.3). Mit Hilfe eines optionalen
Retroreflektionsspiegels kann für zukünftige Experimente (s.o.) auch hier ein periodisches
Potential realisiert werden.

Die Optik zur Erzeugung dieser Potentiale befindet sich auf einem 70×25 cm2 großen
optischen Breadboard, das auf einem am optischen Tisch befestigten Gestell 20 cm über
der Glaszelle ruht (siehe Abb. 3.5). Das Licht für die Potentiale wird von einem git-
terstabiliserten Diodenlaser mit einer maximalen Ausgangsleistung von 80 mW erzeugt.
Mittels einer heizbaren Rb-Spektroskopiezelle können resonante Anteile im Laserstrahl
unterdrückt werden. Dies ermöglicht eine Reduktion der resonanten Photonenstreurate
der Atome und verhindert damit ein Aufheizen des Kondensats. In einer zukünftigen
Version des Experimentes wird voraussichtlich Licht aus einem Titan-Saphir-Laser zur
Verfügung stehen. Der Diodenlaser kann dann durch einen Glasfaser-Auskoppler ersetzt
werden und eine spektrale Reinigung des Lichts mittels der Spektroskopiezelle ist auf-
grund der Schmalbandigkeit des Laserlichts nicht mehr nötig. Mit Hilfe eines AOMs kann
die Intensität der Laserstrahlen vom Computer gesteuert werden. Ein Shutter erlaubt
das komplette Abschalten der Strahlen. Das Gestell des Aufbaus besteht aus Aluminium,
um Störungen der Experimente durch Magnetisierung zu vermeiden. Es wurde mecha-
nisch sehr stabil gebaut und kann für eine verbesserte Dämpfung der Eigenschwingungen
zusätzlich mit Sand bzw. einem Sand-Öl-Gemisch befüllt werden.
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3.3 Abbildungssystem

Das Abbildungssystem spielt bei Experimenten mit kalten Atomen eine zentrale Rolle.
Aus den aufgenommenen Bildern werden sämtliche Informationen über die Atomwolke
(Temperatur, Atomzahl, Dichteverteilung) extrahiert. Es gibt mehrere verschiedene Ab-
bildungsmethoden, die jeweils unterschiedliche Stärken und Schwächen haben [40]. Für
die in unseren Experimenten auftretenden sehr kleinen Atomzahlen eignet sich resonante
Absorptionsabbildung am besten.

3.3.1 Absorptionsabbildung kalter Atome

Das verwendete Abbildungssystem ist in Abb. 3.3 dargestellt. Es besteht aus einem
kollimierten Gaußschen Laserstrahl (Strahltaille W0 = 1.76 mm, Intensitätsverteilung
I0), der die Atome mit resonantem σ+-Licht (F = 2 → F ′ = 3 -Übergang der D2-
Linie) beleuchtet, und einer wissenschaftlichen CCD-Kamera (Princeton Instruments
NTE/CCD-512TK), auf die der Schatten der Atome abgebildet wird. Die Abbildung auf
den 12.4× 12.4 mm2 großen CCD-Chip erfolgt im Gegensatz zu früher [35] jetzt mit nur
noch einer Linse. Durch diesen Umbau konnte die Bildqualität entschieden verbessert
werden.

Beim Durchgang des Strahls durch die Atomwolke mit der Dichteverteilung n(x, y, z)
wird die Intensität I gemäß

∂I(x, y, z)

∂y
= −σ · I(x, y, z) · n(x, y, z) (3.21)

durch Streuung abgeschwächt. Der Streuquerschnitt σ der Atome hängt im Allgemeinen
von der lokalen Intensität I = I(x, y, z) ab [65]:

σ =
~ωΓ

2Isat(1 + I/Isat + 4δ2/Γ2)
. (3.22)

Mit δ = ω − ω0 ist dabei die Verstimmung der Frequenz ω des Abbildungsstrahls von
der atomaren Resonanz ω0 bezeichnet. Im Grenzfall I0/Isat � 1 + 4δ2/Γ2 ist σ von I
und damit von der Position in der Atomwolke unabhängig. Für die Intensitätsverteilung
I(x, z) nach Durchgang durch die Atomwolke gilt dann

I(x, z) = I0(x, z)e−σñ(x,z), (3.23)

wobei ñ =
∫

n(x, y, z) dy die Säulendichte der Atome ist.
In der Praxis werden drei Intensitätsverteilungen mit der Kamera aufgenommen:

Ip(x, z) bei angeschaltetem Abbildungsstrahl mit Atomen, Ir(x, z) bei angeschaltetem
Abbildungsstrahl ohne Atome und Ib(x, z) bei abgeschaltetem Abbildungsstrahl ohne
Atome. Daraus ergibt sich dann die Säulendichte

ñ(x, z) =
1

σ
OD = − 1

σ
ln

I

I0
= − 1

σ
ln

[

Ip(x, z) − Ib(x, z)

Ir(x, z) − Ib(x, z)

]

. (3.24)

Die Intensität des Abbildungsstrahls wird im Experiment typischerweise so eingestellt,
dass die optische Dichte OD ' 1–1.5 ist und die Annahme σ ' konstant somit gerecht-
fertigt ist. Die Gesamtatomzahl N in der Atomwolke ergibt sich durch Integration über
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x und z bzw. durch Summation über die Counts der CCD-Pixel bei Berücksichtigung
des Vergrößerungsfaktors, der Pixelgröße und der Intensitätseichung.

Nach dem oben erwähnten Umbau der Abbildungsoptik wurden die Intensität (Auf-
nahme eines Bildes mit der Kamera und direkte Messung der dazugehörigen Leistung
des Abbildungsstrahls) und die Vergrößerung (parabolischer Fit an die Positionen frei
fallender Atome) neu geeicht und der Fokus der Abbildung wieder justiert. Es sei noch
angemerkt, dass die Abbildung in unserem Aufbau nicht exakt senkrecht zur Richtung
des Wellenleiters erfolgt. Die daraus resultierende Verzerrung der Größen muss bei der
Interpretation der Absorptionsbilder daher natürlich berücksichtigt werden.

3.3.2 Messung der Phasenraumdichte

Für den Quanten-Phasenübergang zum Bose-Einstein-Kondensat ist die Phasenraum-
dichte D = nλ3

dB die entscheidende Größe. Für D � Dc besitzen thermische Ensembles
in harmonischen Fallen gaußförmige Orts- und Impulsverteilungen. Dies nutzen die bei-
den im Folgenden beschriebenen Methoden zur Bestimmung der Phasenraumdichten
atomarer Wolken in diesem Limit aus.

Time-of-flight-Methode

Bei der Time-of-flight-Methode werden durch Absorptionsabbildung die Säulendichte-
Verteilung ñ(x, z, t = 0) in der Falle und die Säulendichte-Verteilung ñ(x, z, t = texp)
nach Abschalten der Falle und einer freien Expansionszeit texp bestimmt. Die Dichtever-
teilungen werden jeweils mit einer Gaußfunktion

ñth(x, z) = ñ0 exp

[

−2x2

σ2
x

− 2z2

σ2
z

]

(3.25)

gefittet. Aus den Breiten σx,z(texp) und σx,z(0) ergibt sich dann die Temperatur der
thermischen Wolke:

T =
m

3kB
(v2

x + 2v2
z), v2

i =
σ2

i (texp) − σ2
i (0)

4t2exp

. (3.26)

Da diese Methode in der gekreuzten Dipolfalle verwendet werden soll, wo der transversale
Einschluss vorwiegend durch den Wellenleiter bewirkt wird, wurde hierbei von einer
Rotationssymmetrie um die x-Achse ausgegangen. Dabei wird ein kleiner Fehler in Kauf
genommen, der jedoch nur durch gleichzeitige Beobachtung der Atome aus einer zweiten
Richtung vermieden werden könnte. Aus der Temperatur und der maximalen Dichte in
der Falle berechnet sich die maximale Phasenraumdichte der Wolke in der Falle zu

D =

√

2

π

ñ0

σz(0)
· λ3

dB(T ). (3.27)

Direkte Methode

Bei Kenntnis der Fallenparameter kann die Phasenraumdichte auch direkt aus der Dich-
teverteilung ñ(x, z) in der Falle berechnet werden. Diese wird ebenfalls gemäß (3.25)
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mit einer Gaußfunktion gefittet. Mit den Fallenfrequenzen ωx = ωy und ωz ergibt sich
hieraus die Temperatur

T =
m

12kB
(2ω2

xσ2
x + ω2

zσ
2
z) =

µBB′2

24kBB0
(2σ2

x + 8σ2
z), (3.28)

wobei die zweite Gleichung für die Magnetfalle gilt. Die Phasenraumdichte im Zentrum
der Wolke ist dann

D =

√

2

π

ñ0

σx
· λ3

dB(T ). (3.29)

Bei diesen Gleichungen wurde von einer Rotationssymmetrie um die z-Achse ausgegan-
gen, da die direkte Methode für Messungen der Phasenraumdichte in der Magnetfalle
verwendet werden soll.

3.4 Bose-Einstein-Kondensation

Das Bose-Einstein-Kondensat dient uns in den Dispersionsmanagement-Experimenten
als Quelle makroskopisch beobachtbarer, kohärenter Materiewellen. Für die Soliton-
Experimente ist darüberhinaus die signifikante interatomare Wechselwirkung in dem
Kondensat eine notwendige Voraussetzung. Die Erzeugung des BECs erfolgt mit Hil-
fe verschiedener Laserkühlverfahren und durch Evaporationskühlung in der Magnetfalle
und in der optischen Dipolfalle.

3.4.1 Prinzip der Evaporationskühlung

Die konsequente Anwendung von Evaporationskühlung auf Atomwolken, die mit La-
serkühlverfahren vorgekühlt wurden, brachte bei den ersten Experimenten zur Bose-
Einstein-Kondensation den Durchbruch [9, 10]. Evaporationskühlung basiert auf der
bevorzugten Entfernung der energiereichsten Atome aus einer Falle und der darauf-
folgenden Rethermalisierung durch elastische (

”
gute“) Stöße. Dadurch wird die mittlere

Energie pro Atom verringert, d.h. das Gas gekühlt. Als Abschneideenergie Et bezeich-
net man die Energie, oberhalb der die Atome aus der Wolke entfernt werden. Wird Et

während des Evaporationsprozesses konstant gehalten, spricht man von
”
plain evapora-

tion“, bei kontinuierlicher Verringerung von Et hingegen von
”
forced evaporation“. Bei

dem zweiten Verfahren ist jedoch darauf zu achten, dass die Verringerung von Et lang-
sam genug erfolgt, um eine ausreichende Rethermalisierung der Atome zu gewährleisten,
und schnell genug, um die Verluste aufgrund der endlichen Lebensdauer der Atome in
der Falle gering zu halten. Diese Verluste entstehen im UHV vor allem durch inelasti-
sche (

”
schlechte“) Stöße der Atome in der Falle. In sehr vielen Experimenten zur Bose-

Einstein-Kondensation wird 87Rb eingesetzt, da es u.a. ein besonders günstiges Verhält-
nis von

”
guten“ zu

”
schlechten“ Stößen besitzt. Überblicke über Evaporationskühlung

sind in [74, 75] gegeben.

3.4.2 Vorkühlung und Magnetfalle

Zu Beginn eines jeden Experimentlaufes wird die MOT mit einem kontinuierlichen Atom-
strahl aus dem Funnel für typischerweise 15–30 s geladen. Die MOT wird dann kom-
primiert und die Temperatur der Atome durch Polarisationsgradientenkühlung weiter
verringert. Details und experimentelle Parameter hierzu sind in [76, 35] dokumentiert.
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Laden der Magnetfalle

Durch resonante σ+-Lichtpulse (Übergang F =2 → F ′ =3) werden die Atome nach der
Polarisationsgradientenkühlung in den Zustand |F =2, mF =2〉 gepumpt, der in der Ma-
gnetfalle (MT) gefangen werden soll. Die später in die Magnetfalle umgeladene Atomzahl
hängt von der Gesamtenergie des Pumppulses ab. Für reproduzierbare Ausgangsbedin-
gungen für den weiteren Ablauf des Experimentes sind jedoch konstante Atomzahlen in
der MT notwendig. Aus diesem Grund wurde eine Stabilisierung der Gesamtenergie des
Pumppulses mit Hilfe einer elektronischen Schaltung implementiert. Diese integriert die
auf einer Monitor-Fotodiode auftreffende optische Leistung auf und schaltet den Pump-
puls bei Erreichen einer vorgegebenen Gesamtenergie ab.

Schließlich wird die Magnetfalle unter Beachtung von
”
mode matching“ [40] ange-

schaltet (B′ = 72 G/cm, B0 = 23 G).

Evaporation in der Magnetfalle

In einer harmonischen Falle befinden sich energiereichere Atome mit größerer Wahr-
scheinlichkeit am Rand der Falle als energieärmere Atome. Verdampfungskühlung kann
daher experimentell umgesetzt werden, indem Atome am Rand der Falle aus der Falle
entfernt werden. In der TOP-Falle stehen dazu

”
circle of death“ (COD)-Evaporation

und Radiofrequenz (Rf)-Evaporation als Verfahren zur Verfügung. Bis einschließlich zu
den Experimenten zum Dispersionsmanagement wurden bei uns beide Verfahren ein-
gesetzt. Es zeigte sich jedoch, dass auf die Rf-Evaporation zugunsten eines schnelleren
Experimentablaufes verzichtet werden kann. Daher soll hier nur die COD-Evaporation
beschrieben werden.

Die COD-Evaporation wird in unserem Experiment als
”
forced evaporation“ betrie-

ben. Der Radius rd = B0/B
′ des

”
circle of death“ wird durch Reduktion des Bias-

Feldes B0 kontinuierlich verringert. Auf dem COD führen Majorana-Übergänge (siehe
Abschnitt

”
Magnetfalle“, S. 26) in nicht gefangene mF -Zustände dabei zu einer bevorzug-

ten Entfernung der energiereichsten Atome aus der Falle. Die Reduktion des Biasfeldes
bewirkt gleichzeitig eine Erhöhung der Fallenfrequenzen und damit der Dichte und der
Stoßrate.

3.4.3 Optische Dipolfalle und Kondensation

Im Gegensatz zu früheren Experimenten [35] fand die eigentliche Kondensation bei allen
in dieser Arbeit vorgestellten Experimenten nicht mehr in der Magnetfalle, sondern in
der optischen Dipolfalle statt.

Transfer in die optische Dipolfalle

Die Atomwolke wird dazu bei einer typischen Phasenraumdichte D ' 3·10−2 von der Ma-
gnetfalle in die gekreuzte optische Dipolfalle umgeladen, die Wellenleiter und Haltestrahl
zusammen bilden. Das Umladen findet in zwei Phasen statt: In der ersten Phase wird
die Dipolfalle mit einer linearen Intensitätsrampe innerhalb von typischerweise 500 ms
angeschaltet. In der zweiten Phase wird dann die Magnetfalle innerhalb von 300 ms ab-
geschaltet.
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Abbildung 3.6: Umlade- und Kondensations-Sequenz: Gezeigt ist der Verlauf des Magnetfal-
lenstroms (rot) und der Leistungen in den Strahlen der optischen Dipolfalle (blau: Wellenleiter,
grün: Haltestrahl). Thermische Atome werden bei einer typischen Phasenraumdichte D ' 3·10−2

von der Magnetfalle in die optische Dipolfalle umgeladen. Dort wird der Quanten-Phasenüber-
gang zum BEC durch kontinuierliche Reduktion der Potentialtiefe (

”
forced evaporation“) erzielt.

Nach Abschluss der Kondensation werden die Einzelpotentiale auf die für die eigentlichen Expe-
rimente jeweils benötigten Werte gerampt.

Abbildung 3.6 zeigt einen typischen Verlauf des Magnetfallenstroms und der Inten-
sitäten der Fallenstrahlen. Der Einfluß des Gravitationspotentials auf das Magnetfal-
lenpotential wurde bereits in Abschnitt 3.1.1 kurz besprochen. Die rechnerisch erwar-
tete Fallenfrequenz νz und Fallentiefe ∆Vwg des optischen Wellenleiterpotentials unter
Einwirkung der Schwerkraft sind in Abb. 3.7 in Abhängigkeit von der Strahlintensität
dargestellt. Dabei wurde die gemessene Strahltaille Wwg = 60(5) µm zugrunde gelegt
und die Abschwächung des Strahls durch Reflexionsverluste beim Eintritt in die Glas-
zelle berücksichtigt. Die gepunkteten grünen Linien zeigen zum Vergleich die erwarteten
Verläufe bei Vernachlässigung der Gravitation. Experimentell wurden Fallenfrequenzen
(Sterne) durch Anregung transversaler Dipolschwingungen kleiner Amplitude von Kon-
densaten im Wellenleiter bestimmt. Die Messwerte können bis auf 2 Hz genau angege-
ben werden, liegen aber systematisch um ein Vielfaches dieser Unsicherheit unterhalb
der theoretischen Erwartung. Der genaue Grund für diese Diskrepanz konnte bisher
noch nicht ermittelt werden, da weder die Messungenauigkeit bei der Bestimmung der
Strahltaille noch die Unsicherheit von < 2 mm in der longitudinalen Position des Fo-
kusses eine solche Diskrepanz erklären könnten. Als weitere Möglichkeit kommt noch
eine fehlerhafte Eichung des Powermeters in Betracht. Dies konnte jedoch leider nicht
mehr überprüft werden. Zur Auswertung der Experimente wurden daher die jeweils ex-
perimentell bestimmten Fallenfrequenzen verwendet. Die theoretisch erwartete effektive
Gesamt-Potentialtiefe für den Einschluss in vertikaler Richtung ist bei gutem Überlapp
von Wellenleiter und Haltestrahl aus der Summe ∆V = ∆Vwg + ∆Vxdt der Tiefen der
beiden Einzelpotentiale gegeben. Die Fallentiefe längs des Wellenleiters ist hingegen im
wesentlichen durch die Intensität des Haltestrahls alleine bestimmt.

Die Positionen der Magnetfalle und der aus Wellenleiter und Haltestrahl gebildeten
Dipolfalle wurden überlappt und nach Erreichen der Kondensation auf maximale Atom-
zahl im Kondensat hin optimiert. Die Ausdehnung der Atomwolke in der Magnetfalle
direkt vor dem Umladen beträgt typischerweise σx = 80 µm und σz = 29 µm. Bei dem
eingestellten Magnetfeld (B′ = 195 G/cm, B0 = 22 G) entspricht dies einer Temperatur
T = 660 nK. Aus der gemessenen Atomzahl N = 9.6 · 105 ergibt sich damit eine Pha-
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Abbildung 3.7: Einfluß des Gravitationspotentials auf den Wellenleiter mit Strahltaille
Wwg = 60µm. In Blau dargestellt sind die effektive Frequenz (a) und die Fallentiefe (b) in
vertikaler Richtung in Abhängigkeit von der optischen Leistung des Wellenleiter-Strahls. Die
gepunkteten grünen Linien zeigen den Verlauf der Frequenz bzw. der Fallentiefe ohne Gravitati-
onsfeld. Die große Diskrepanz zwischen Theorie (blaue Linie) und Messungen (Sterne) macht bei
den Experimenten eine direkte Eichung der Fallenfrequenzen durch Untersuchung der Schwin-
gung eines Kondensates in der jeweiligen Falle notwendig.

senraumdichte D = 3 · 10−2. Die mittels Time-of-Flight gemessene Phasenraumdichte
150 ms nach dem Abschalten der Magnetfalle beträgt typischerweise D = 2 · 10−1, ist
also ca. eine Größenordnung größer als vor dem Umladeprozess. Der Anstieg der Pha-
senraumdichte ist hierbei mit einer deutlichen Reduktion der Wolkengröße verbunden,
während die Temperatur leicht ansteigt und die Atomzahl von typischerweise 9 · 105 auf
typischerweise 3 · 105 reduziert wird.

Kondensation in der optischen Dipolfalle

Zur weiteren Erhöhung der Phasenraumdichte nach dem Umladen können COD- und
Rf-Evaporation nicht verwendet werden, da im optischen Potential alle mF -Zustände
gefangen sind. Daher wird die weitere erzwungene Evaporation durch kontinuierliche
Erniedrigung der Potentialtiefen der optischen Dipolfalle mittels einer Verringerung der
Strahlleistungen realisiert. Einen typischen Verlauf der einzelnen Strahlleistungen zeigt
Abb. 3.6. Experimentell hat sich gezeigt, dass Kondensation durch verschiedene Sequen-
zen erreichbar ist und nicht kritisch von den einzelnen Parametern abhängt. Sowohl bei
Evaporation vorwiegend längs des Wellenleiters als auch bei Evaporation vorwiegend
transversal zum Wellenleiter können sehr reproduzierbar Kondensate erzeugt werden.
Nach Abschluß des Kondensationsprozesses werden die Strahlleistungen wieder auf Wer-
te erhöht, die den für das jeweilige Experiment benötigten Fallenfrequenzen entsprechen.

Bis zur aktiven elektronischen Stabilisierung der Dipolstrahlleistungen (siehe Ab-
schnitt 3.2.3) mussten die Amplituden der AOM-Steuersignale während des Experimen-
tierens häufiger nachgestellt werden. Hauptursache dafür war eine trotz aller experimen-
teller Vorkehrungen schwankende Einkopplungseffizienz der Dipolfallen-Laserstrahlen in
die Glasfasern. Das Problem wurde durch die aktive Stabilisierung behoben, so dass die
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Kondensation nun äußerst reproduzierbar ist. Dies ermöglicht die routinemäßige Produk-
tion von Kondensaten mit 2·103–1·105 Atomen und relativen Atomzahlfluktuationen, die
bei sehr kleinen Kondensaten im Bereich von 20% und bei großen Kondensaten darunter
liegen.

Signaturen der Bose-Einstein-Kondensation

Der Quanten-Phasenübergang zum Bose-Einstein-Kondensat geht mit einer Reihe cha-
rakteristischer Veränderungen einher. Ein wesentlicher Punkt dabei ist, dass sich bei der
Kondensation in einer harmonischen Falle nicht nur die Impulsverteilung, sondern auch
die Ortsverteilung stark ändert. Dies stellt einen wesentlichen Unterschied zur Bose-
Einstein-Kondensation freier Teilchen dar und ermöglicht einen wesentlich einfacheren
experimentellen Nachweis der Kondensation.

Für den Nachweis der makroskopischen Besetzung des Fallengrundzustands werden
Time-of-flight-Bilder nach einer typischen Fallzeit von 15 ms aufgenommen. Dabei wird
die Abschneideenergie Et über die Tiefe Vend des optischen Potentials am Ende der
Evaporationsrampe (siehe Abb. 3.6) langsam verringert. Die Kondensation zeigt sich
dann durch einen plötzlichen Anstieg der optischen Dichte bei einem Wert V 0

end. Für
Vend < V 0

end entstehen Kondensate mit einem abnehmenden thermischen Untergrund.
Sie zeichnen sich durch eine bimodale Geschwindigkeitsverteilung und eine anisotrope
Expansion aus. Für eine ausführlichere Diskussion dieser Methoden sei z.B. auf [40]
verwiesen.
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4 Dispersionsmanagement für Materiewellen

Das Zerfließen von Materiewellenpaketen aufgrund der Vakuum-Dispersionsrelation ist
eines der herausragendsten Quantenphänomene und wird in fast jedem Quantenmechanik-
Lehrbuch behandelt [57, 77]. Mit Hilfe von periodischen Potentialen kann die Disper-
sionsrelation und damit die Dynamik des Wellenpaketes gezielt verändert werden. Dieser
Ansatz entspricht dem Dispersionsmanagement für Lichtpulse in räumlich periodischen
Brechungsindex-Strukturen [22, 23].

Erste Experimente in dieser Richtung wurden schon im Kontext von Blochoszillatio-
nen mit thermischen Atomen [78] und Kondensaten [34] unternommen. Die Modifika-
tion der Schwingungsfrequenz der Dipolschwingungsmode eines Kondensates aufgrund
der veränderten Dispersionsrelation in Anwesenheit eines periodischen Potentials wur-
de in einer Reihe anderer Experimente detailliert untersucht [79, 80]. Im Gegensatz zu
diesen Experimenten, bei denen die Bewegung des Schwerpunktes studiert wurde, wird
in diesem Kapitel die Entwicklung der Ortsverteilung der Atomwolke in einer quasi-
eindimensionalen Situation untersucht. Die im Folgenden vorgestellten Experimente zei-
gen, dass die Dispersion und damit die Wellenpaket-Dynamik experimentell kontrolliert
werden kann. Dies ist ein neues Werkzeug, das es erlaubt, das Wechselspiel von Disper-
sion und Atom-Atom-Wechselwirkung zu studieren. Erst hiermit wurde die Realisierung
von atomaren Gap-Solitonen, die im folgenden Kapitel besprochen wird, möglich.

In den Abschnitten 2.1.1 und 2.1.2 wurden die theoretischen Grundlagen zu ei-
nem Testexperiment für Dispersionsmanagement von Materiewellen erläutert. Ausgangs-
punkt war ein Wellenpaket wechselwirkungsfreier Atome in einem eindimensionalen Wel-
lenleiter. Das Wellenpaket sollte sich dabei transversal im Grundzustand befinden und
die Näherung konstanter effektiver Masse erforderte für die Impulsbreite längs des Wel-
lenleiters κx � krec. Um während experimentell verlässlich realisierbarer Propagations-
dauern eine signifikante Verbreiterung des Wellenpaketes beobachten zu können, darf die
Anfangsgröße σx(0) nicht zu groß eingestellt werden. Für ein hinreichend gutes Signal-
Rausch-Verhältnis in den Absorptionsbildern sollte zudem die Anfangsdichte (d.h. bei ge-
gebener Größe der Atomwolke also die Anfangsatomzahl) nicht zu klein sein. Für typische
experimentelle Werte (N = 3 ·103 Atome, ω⊥ = 2π ·85 Hz, κx = 0.2 krec, σx(0) = 30 µm)
ergibt sich dann rechnerisch eine Phasenraumdichte D = 937 � 2.61 = Dc. Unter
der Annahme der Eindimensionalität ist ein solches Wellenpaket also nur als Bose-
Einstein-Kondensat realisierbar. Die Wechselwirkung der Atome ist in diesem Fall nicht
vernachlässigbar, sondern muss bei der Interpretation der experimentellen Ergebnisse
berücksichtigt werden.

In Bereichen normaler Dispersion kann für dominierende Wechselwirkung und für
kurze Propagationszeiten eine analytische Näherungsformel für die Breite σx(t) aus
der nichtlinearen Optik übernommen werden. In Bereichen anomaler Dispersion zeigt
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ein Bose-Einstein-Kondensat jedoch Kollaps-Dynamik. Numerische 2D-Rechnungen zei-
gen, dass dieser Kollaps für unsere experimentelle Situation innerhalb der ersten 3–6 ms
abläuft. Dies führt zu einer Anregung höherer transversaler Zustände und damit zu ei-
nem schnellen Abbau der Dichte, so dass die weitere Dynamik in guter Näherung linear
ist.

4.1 Theoretisches Modell für Propagation im Bereich anomaler
Dispersion

In einem Experiment (siehe Veröffentlichung, nächster Abschnitt) wurde die Anwendbar-
keit der Näherung konstanter effektiver Masse in Abhängigkeit von der Modulationstiefe
des periodischen Potentials untersucht. Dazu wurden anfänglich gaußförmige Wellen-
pakete an der Bandkante präpariert und deren Propagation im Wellenleiter über eine
Dauer von 60 ms beobachtet.

Das lineare Modell aus Abschnitt 2.3.2 soll für ein sowohl qualitatives als auch quan-
titatives Verständnis auf diese Daten angewendet werden. Der anfängliche Kollaps des
Wellenpaketes kann jedoch nicht durch eine lineare Theorie beschrieben werden. Deshalb
wird als Anfangswellenpaket Ψ0(x) für die Simulation eine Gaußfunktion verwendet, die
an die gemessene Dichteverteilung nach 20 ms Propagation gefittet wird. Die gefittete
1/e2-Breite der Dichteverteilung sei mit σ0 bezeichnet. Da dieses Wellenpaket aber nicht
unschärfebegrenzt ist, wird im Ortsraum eine quadratische Phase hinzugefügt. Diese
quadratische Phase ist so gewählt, dass die Fouriertransformierte des Wellenpaketes mit
der gemessenen Breite κmes der in erster Näherung gaußförmigen (Quasi-) Impulsvertei-
lung konsistent ist:

Ψ0(x) =

(

2

πσ2
0

)1/4

u1,k0(x) · exp

[

−(x − x0)
2

σ2
0

+ ik0(x − x0) + i
α

2
(x − x0)

2

]

, (4.1)

wobei die Krümmung α der quadratischen Phase gegeben ist durch

α = − 1

σ2
0

√

κ2
mesσ

2
0 − 4. (4.2)

Das Wellenpaket wird gemäß Gleichung (2.47) numerisch propagiert. Zum Vergleich wird
für E1(k) einmal die volle Dispersionsrelation verwendet und einmal die effektive-Masse-

Näherung E1(k) ≈ ~(k−k0)2

2 meff
. Die experimentellen Daten und die zu den numerischen

Ergebnissen gehörenden Einhüllenden A(x, t) sind in Abbildung 2(d-f) der Veröffentli-
chung, folgender Abschnitt dargestellt.

4.2 Veröffentlichung
”
Dispersion Management for Atomic Mat-

ter Waves“

In der Veröffentlichung
”
Dispersion Management for Atomic Matter Waves“ wird die

Propagation eines Materiewellenpaketes in einem periodischen Potential untersucht. Die
Experimente finden in einem eindimensionalen Wellenleiter statt und die Wellenpakete
sind durch 87Rb-Bose-Einstein-Kondensate realisiert. Die Untersuchungen konzentrieren
sich dabei auf drei Aspekte:
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”
Dispersion Management for Atomic Matter Waves“

1. Ein erstes Experiment (siehe Fig. 1) stellt die experimentelle Umsetzung des in Ab-
schnitt 2.1.1 theoretisch erläuterten Testexperiments für Dispersionsmanagement
dar. Das Wellenpaket wird zunächst im Zentrum der Brillouinzone bei positiver
effektiver Masse präpariert und expandiert im Ortsraum. Nach einer gewissen Pro-
pagationszeit wird es durch hinreichend langsame Beschleunigung des periodischen
Potentials im Quasiimpulsraum adiabatisch an die Bandkante verschoben. Auf-
grund der dort negativen effektiven Masse kehrt sich die Dispersionsdynamik um
und das Wellenpaket komprimiert bis nahezu auf seine Anfangsgröße.

2. In einer zweiten Experimentreihe (siehe Fig. 2) wird die Anwendbarkeit der effektive-
Masse-Näherung untersucht. Dazu wird die Propagation von Wellenpaketen an der
Bandkante für verschiedene Modulationstiefen des periodischen Potentials beob-
achtet. Die veränderte Dispersionrelation führt im Laufe der Propagation zu einer
Verzerrung der Wellenpaketform. Auf diese experimentellen Daten wird das im
vorigen Abschnitt beschriebene lineare theoretische Modell angewendet.

3. Eine dritte Experimentreihe (siehe Fig. 3) befaßt sich schließlich mit einer syste-
matischen Studie der maximalen und minimalen Gruppengeschwindigkeiten im
untersten Energieband.
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5 Atomares Gap-Soliton

Nicht zerfließende lokalisierte Wellenpakete, helle Solitonen, sind ein besonders ein-
drucksvolles Beispiel für nichtlineare Wellendynamik. Sie treten in so unterschiedlichen
Feldern wie der Physik, der Biologie, der Ozeanographie und der modernen Telekommu-
nikation auf. Fundamentale Solitonen können sich nur dann bilden, wenn nichtlineare
und lineare Dynamik einander kompensieren (siehe Abschnitt 2.2.2).

Für Materiewellen wurden helle Solitonen für attraktive Wechselwirkung [24, 25] und
dunkle Solitonen für repulsive Wechselwirkung [26, 27] bereits demonstriert. In einem
periodischen Potential liegt aufgrund der veränderten Dispersionsrelation jedoch eine an-
dere Situation vor und die Bildung von Gap-Solitonen [81] und diskreten Solitonen [54]
wurde theoretisch vorhergesagt. Optische Gap-Solitonen in selbstfokussierenden Medien
wurden unter Verwendung von Strukturen mit periodisch moduliertem Brechungsindex
bereits realisiert [53]. Die Dynamik eines Bose-Einstein-Kondensats mit repulsiver Atom-
Atom-Wechselwirkung entspricht hingegen der Lichtausbreitung in einem selbstdefokus-
sierenden Medium. In diesem Kapitel wird nun die erste experimentelle Demonstration
von hellen atomaren Gap-Solitonen für repulsive Wechselwirkung vorgestellt.

Im ersten Abschnitt werden die Voraussetzungen zur Erzeugung eines solchen ato-
maren Gap-Solitons und die damit verbundenen experimentellen Schwierigkeiten, sowie
deren Lösung diskutiert. Zwei Punkte waren dabei besonders entscheidend: Erstens die
Eliminierung transversaler Schwingungen des Wellenpaketes im Wellenleiter durch einen
grundlegenden Umbau der optischen Potentiale und zweitens die Erzeugung reiner Kon-
densate mit sehr kleiner Atomzahl mittels Bragg-Beugung. Im darauffolgenden Abschnitt
werden die Eigenschaften des beobachteten Gap-Solitons systematisch untersucht. Da-
bei zeigt sich eine hervorragende Übereinstimmung mit den theoretischen Erwartungen.
Nach einem kurzen Abschnitt über Solitonen höherer Ordnungen wird schließlich ein
Vorschlag zur Untersuchung von Soliton-Kollisionen vorgestellt. Im Rahmen dieser Di-
plomarbeit wurden die hierfür benötigten optischen Potentiale, sowie das eingesetzte
Diodenlasersystem aufgebaut und für erste Vorexperimente genutzt.

5.1 Experimentelle Realisierung

Die Realisierung heller Solitonen bei repulsiver Atom-Atom-Wechselwirkung, wie sie in
dem verwendeten 87Rb-Bose-Einstein-Kondensat auftritt, ist nur bei anomaler Materie-
wellen-Dispersion möglich. Diese wird in unserem Experiment durch die in Abschnitt 2.1
theoretisch erläuterte und in Kapitel 4 experimentell untersuchte Technik des Dispersi-
onsmanagements für Materiewellen mittels schwacher periodischer Potentiale realisiert.
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5.1.1 Voraussetzungen

In Kapitel 2 wurde die Strategie zur Erzeugung atomarer Gap-Solitonen in einem schwa-
chen periodischen Potential von einem theoretischen Standpunkt her erläutert. Aus prak-
tischer Sicht stellt der vorgestellte Ansatz folgende essentielle Anforderungen an das
Experiment:

1. Das Wellenpaket muß adiabatisch im Quasiimpulsraum an den Rand der Brillouin-
zone präpariert werden. Dass dies möglich ist, wurde schon in den Experimenten
zum Dispersionsmanagement in Kapitel 4 gezeigt.

2. Die Breite des Wellenpaketes im Quasiimpulsraum κ muß wesentlich kleiner sein
als die Breite der Brillouinzone G = 2 krec. Nur dann ist die Beschreibung durch
eine konstante effektive Masse eine gute Näherung. Diese Bedingung impliziert eine
räumliche Ausdehnung σ0 des Wellenpaketes über viele Perioden d des periodischen
Potentials. Mit einer typischen Anfangs-Wellenpaketgröße σ0 = 14 µm ist diese
Bedingung im Experiment gut erfüllt.

3. Das Wellenpaket darf keine signifikante Beschleunigung längs des Wellenleiters
durch ein longitudinales Potential erfahren. Für ein Wellenpaket an der Bandkante
übersetzt sich die Forderung |k(t) − k0| � G in die Bedingung t � ω−1

‖ . Bei
einer typischen longitudinalen Fallenfrequenz ω‖ = 2π · 0.5 Hz beschränkt dies die
Beobachtungszeit auf einige zehn Millisekunden.

4. Die transversalen Freiheitsgrade des Wellenpaketes müssen für Solitonen der ge-
suchten einfachen Form 2.39 ausgefroren sein, so dass die Dynamik auf die Dimen-
sion längs des Wellenleiters beschränkt ist. Es sei angemerkt, dass die Existenz
nicht-zerfließender Wellenpakete auch in zweidimensionalen periodischen Poten-
tialen vorhergesagt wurde [82], diese unterscheiden sich jedoch qualitativ von den
in dieser Arbeit untersuchten eindimensionalen Gap-Solitonen. Dynamische Eindi-
mensionalität in einem eindimensionalen Wellenleiter erfordert gemäß (2.32) eine
hinreichend niedrige lineare Dichte des Wellenpaketes. Für typische experimentelle
Parameter ist dann auch die Bedingung (2.36) für die Beschränkung der Dynamik
auf das unterste Energieband erfüllt.

5. Für die Bildung eines fundamentalen Solitons müssen nach der Solitonbedingung
(2.41) reproduzierbar Kondensate mit wenigen hundert Atomen erzeugt werden
können. Zur Erfüllung der Solitonbedingung wären zwar auch größere Atomzahlen
bei kleineren Anfangsbreiten möglich, jedoch würde dies zu höheren linearen Dich-
ten und damit zu einer Verletzung der Bedingung für Eindimensionalität führen.

Diese Bedingungen schränken den prinzipiell realisierbaren Parameterbereich ein und
begrenzen die mögliche Beobachtungsdauer. Gleichzeitig stellen sie hohe Ansprüche an
die experimentelle Umsetzung. Auf die Entwicklung eines Schemas zu Kondensation in
der gekreuzten Dipolfalle und auf die aktive Stabilisierung der Fallenpotentiale wurde
schon in Kapitel 3 eingegangen. Weitere wichtige Maßnahmen und Techniken werden in
den folgenden Abschnitten besprochen.
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Abbildung 5.1: Auswirkungen transversaler Schwingungen im Wellenleiter auf die Dynamik
längs des Wellenleiters. a),b) Zeitreihen, die aus Schnitten längs des Wellenleiters durch 52 Ein-
zelaufnahmen zusammengesetzt und im Bezugssystem des periodischen Potentials dargestellt
sind. Durch transversale Anregungen entsteht eine nahezu harmonische Schwingung im Quasi-
impulsraum, die zu der abgebildeteten charakteristischen Sägezahn-Bewegung des Wellenpaketes
führt. Die Dispersion ist dabei aufgrund einer im zeitlichen Mittel betraglich sehr großen effekti-
ven Masse stark unterdrückt. Die eingetragenen roten Linien entsprechen den extremalen Grup-
pengeschwindigkeiten im untersten Band. Für a) wurde eine Präparation 0 → 1.5 krec → krec

verwendet, für b) die übliche Präparation 0 → krec. c) Aufgrund des Winkels α = 21◦ zwischen
Wellenleiter und optischer Stehwelle wird beim Präparationsprozess eine transversale Schwingung
angeregt. Diese Schwingung im Ortsraum verursacht ihrerseits die Schwingung im Quasiimpuls-
raum. d) Energie und Gruppengeschwindigkeit in Abhängigkeit des Quasiimpulses.

5.1.2 Transversale Schwingungen

Schon bei den ersten Versuchen zur Realisierung eines atomaren Gap-Solitons zeigten
sich auch für lange Propagationszeiten lokalisierte Peaks in der Dichteverteilung. Aller-
dings stimmten die Positionen dieser Peaks nicht mit der Erwartung aus der Theorie
für Solitonen überein, aufgrund der sie bezüglich der optischen Stehwelle ruhen sollten.
Bei einer detaillierteren Untersuchung der Dynamik zeigte sich, dass die genaue Form
der auftretenden Strukturen vom Verlauf der jeweils verwendeten Präparationssequenz
abhängig ist und nicht nur von der Position im Quasiimpulsraum am Ende der Präpara-
tion. Allen beobachteten Dynamiken ist jedoch gemeinsam, dass ein oder mehrere Peaks
in der Dichteverteilung entstehen, deren Dispersion stark unterdrückt ist und die im
Ortsraum Sägezahn-Bewegungen mit Gruppengeschwindigkeiten nahe der extremalen
Gruppengeschwindigkeiten im untersten Band durchführen.
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Als Beispiel ist in Abb. 5.1 a ein besonders einfacher zeitlicher Verlauf abgebildet. Die-
ser entsteht auf sehr reproduzierbare Weise bei einer Präparationssequenz, bei der das
Wellenpaket im Quasiimpulsraum adiabatisch zunächst auf 1.5 krec präpariert und dann
ohne Zeitunterbrechung wieder an den Brillouinzonen-Rand bei krec zurückverschoben
wird. Bei den zeitlichen Verläufen für die übliche direkte Präparation an die Bandkante
treten zusätzlich zu der Sägezahn-Struktur noch Aufspaltungen des Wellenpaketes auf
(siehe Abb. 5.1 b). Tiefere Ursache für den Sägezahn-Verlauf ist eine transversale Schwin-
gung des Wellenpaketes im Wellenleiter, die während der Präparation angeregt wird. Die
Aufspaltung entsteht hingegen durch Mitwirkung nichtlinearer Effekte.

Abb. 5.1 c zeigt den Wellenleiter und das durch die optische Stehwelle gebildete pe-
riodische Potential. Zum damaligen Zeitpunkt waren der Wellenleiter und die Stehwelle
nicht kolinear, sondern schlossen aus Platzgründen einen Winkel α = 21◦ ein. Dieser
Winkel ist für die Anregung der transversalen Schwingung während des Präparations-
prozesses und damit für die oben beschriebenen Phänomene verantwortlich. Die Zusam-
menhänge werden im Folgenden näher erläutert.

Für die Präparation des Wellenpaketes bei einem bestimmten Quasiimpuls wird das
periodische Potential adiabatisch auf die entsprechende Geschwindigkeit beschleunigt
(siehe Abschnitt 2.1.2). Selbstverständlich muss dabei die aufgrund des Winkels α ver-

änderte Periodizität d
(wg)
sw = dsw

cos α = λsw/2
cos α längs des Wellenleiters berücksichtigt werden.

Die Verstimmung der beiden Stehwellenstrahlen wird während der Präparation also adia-

batisch von ∆ω = 0 auf ∆ω = 4~k2
l

2m cos2 α erhöht. Für die weitere Propagationszeit bleibt
die Verstimmung konstant auf diesem Wert.

Die exakte Dynamik des Systems während und nach der Präparation ist durch das
Zusammenwirken des periodischen Potentials und des transversalen Wellenleiterpoten-
tials bestimmt. Die vollständigen Bewegungsgleichungen sind nicht exakt analytisch
lösbar, sondern können nur in einer 2D-Simulation numerisch integriert werden. Quali-
titativ kann die Dynamik aber folgendermaßen verstanden werden: Längs der Stehwelle
erfahren die Atome die entsprechende veränderte Dispersionsrelation mit einer Band-
struktur, wohingegen senkrecht dazu die quadratische Dispersionsrelation freier Teilchen
gilt. Während des Präparationsprozesses erhält das Wellenpaket im Laborsystem eine
Geschwindigkeit längs der Stehwelle und wird aufgrund des Winkels α daher transversal
zum Wellenleiter ausgelenkt. Bei der weiteren Propagation führt das Wellenpaket dann
im Ortsraum in senkrechter Richtung zum Wellenleiter eine in erster Näherung harmo-
nische Schwingung mit der Frequenz ω⊥ des transversalen Wellenleiterpotentials aus.
Aufgrund des Winkels α zwischen Wellenleiter und Stehwelle haben die entsprechenden
Beschleunigungskräfte F (t) = −mω2

⊥y(t) eine Komponente Fsw(t) = F (t) sin α entlang
der optischen Stehwelle. Diese Kräfte verursachen eine in erster Näherung harmonische
Schwingung des Wellenpaketes im Quasiimpulsraum.

Bei entsprechender Amplitude hält sich das Wellenpaket bei der harmonischen Schwin-
gung im Quasiimpulsraum jeweils lange bei den Umkehrpunkten auf und überstreift die
dazwischenliegenden Quasiimpulse sehr schnell. In den Bereichen um die Punkte k±

∞ di-
vergierender effektiver Massen im Quasiimpulsraum ändert sich die Gruppengeschwin-
digkeit nur recht langsam mit k, während sie sich im dazwischenliegenden Bereich um
krec sehr schnell ändert (siehe Abb. 5.1 d). Liegen die Umkehrpunkte der Schwingung in
den Bereichen um k±

∞, so entsteht im Bezugssystem des periodischen Potentials längs
des Wellenleiters gerade die beobachtete Sägezahn-Bewegung. Die Dispersion ist dabei
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wegen der im zeitlichen Mittel betraglich sehr großen effektiven Masse stark unterdrückt.

Bei nichtverschwindender interatomarer Wechselwirkung können aufgrund der nicht-
linearen Dynamik Aufspaltungen im Quasiimpulsraum auftreten [22] und entsprechen-
de Aufspaltungen im Ortsraum bewirken. In Verbindung mit der oben beschriebenen
Schwingung im Quasiimpulsraum können damit Strukturen wie in Abb. 5.1 b entstehen.
Dies konnte trotz der Zweidimensionalität der Effekte zumindest qualitativ sogar schon
durch 1D-Simulationen verifiziert werden.

Die beschriebenen transversalen Schwerpunkts-Schwingungen und die daraus resul-
tierenden Probleme wurden durch einen grundlegenden Umbau der Optik um die Glas-
zelle behoben. Dieser Umbau erlaubte es, den Wellenleiter und die optische Stehwelle nun
kolinear durch die Glaszelle zu führen. Für alle im Folgenden beschriebenen Experimente
wurde dieser neue Aufbau verwendet.

5.1.3 Longitudinale Beschleunigungen

Neben Schwingungen im Quasiimpulsraum durch transversale Anregungen müssen auch
Verschiebungen im Quasiimpulsraum durch die Gravitationskraft vermieden werden. Aus
diesem Grund wird die Richtung des Wellenleiters während der Experimente so stabi-
lisiert, dass sie stets senkrecht zum Gradienten des Gravitationspotentials steht. Die
bei dieser Ausrichtung notwendige Genauigkeit hängt von der Stärke des periodischen
Potentials ab, da sich der Bereich nahezu konstanter effektiver Masse mit steigender Mo-
dulationstiefe V0 vergrößert. Für die typische Potentialstärke V0 = 0.7 Erec ist meff am
Brillouinzonenrand lediglich über einen Bereich von ±0.05 krec bis auf 50 % konstant. Um
sicherzustellen, dass das Wellenpaket innerhalb einer typischen Propagationsdauer von
50 ms nicht aus diesem Bereich des Quasiimpulsraums hinausbeschleunigt wird, muss
der Winkel zwischen Wellenleiter und Gravitationsgradient auf 30 µrad genau eingestellt
und stabilisiert werden.

Praktisch kann die Richtung des Wellenleiters am einfachsten durch leichtes Kippen
des gesamten optischen Tisches verändert werden. Der Verkippungswinkel wird dabei
mit Hilfe einer Quadranten-Fotodiode überwacht, die an der Labordecke montiert ist
und auf die ein bezüglich des optischen Tisches fixer Laserstrahl trifft. Die erstmali-
ge korrekte Ausrichtung des Wellenleiters zum Gravitationspotential ist mit Hilfe der
Propagation eines Wellenpaketes im Wellenleiter ohne periodisches Potential möglich.
Die vertikale Richtung des Wellenleiters wird dabei so justiert, dass die Positionen der
Wellenpaket-Schwerpunkte zu Beginn der Propagation und nach einer langen Propagati-
onszeit (typischerweise 100 ms) übereinstimmen. Auch während der Experimente wurde
mittels dieser Methode die korrekte Anzeige der Quadrantenfotodioden-Methode in re-
gelmäßigen Abständen überprüft.

5.1.4 Eindimensionalität

Eine der wichtigsten Anforderung bei der Konstruktion unserer BEC-Apparatur war
die Möglichkeit, mit ihrer Hilfe eindimensionale quantenmechanische Phänomene unter-
suchen zu können. Ein Kondensat wird dabei als eindimensional (oder genauer: quasi-
eindimensional) bezeichnet, wenn die durch die interatomaren Wechselwirkungen verur-
sachte nichtlineare Energie Enl gegenüber der Anregungsenergie ~ω⊥ des harmonischen
Potentials in transversaler Richtung vernachlässigbar ist. Dies legt gemäß (2.32) eine
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obere Grenze für die lineare Dichte n1d fest. Unterhalb dieser Dichte trägt im wesentli-
chen nur noch der Oszillator-Grundzustand zum transversalen Zustand des Kondensats
bei, so dass die transversalen Freiheitsgrade ausgefroren sind. In diesem Abschnitt soll
ein Experiment vorgestellt werden, bei dem sich der Übergang von einer dreidimensio-
nalen Situation zu einer eindimensionalen Situation in einem charakteristischen Anstieg
des Aspektverhältnisses des Kondensats nach freier ballistischer Expansion aus der Di-
polfalle zeigt. Vor einer Vorstellung der experimentellen Ergebnisse wird im Folgenden
die zu ihrem Verständnis notwendige Theorie kurz rekapituliert. Dabei wird zunächst
auf das Kondensat in der Dipolfalle eingegangen und dann dessen freie Expansion nach
Abschalten der Falle betrachtet.

Die lineare Dichte im Zentrum eines Kondensats in der Dipolfalle ergibt sich in
Abhängigkeit von der Atomzahl und von den Fallenfrequenzen in 1D-Thomas-Fermi-
Näherung zu

n1d,max =

(

3

8

)2/3
(

mω2
‖

a~ω⊥

)1/3

N2/3. (5.1)

Bei gegebenen Fallenparametern lässt sich die Bedingung (2.32) an die lineare Dichte
daher in eine Bedingung an die Atomzahl im Kondensat umformulieren:

N < N1d =
2

3a

(

2~ω⊥
mω2

‖

)1/2

. (5.2)

Bei größeren Atomzahlen wird neben dem axialen Zustand auch der transversale Zustand
durch die Nichtlinearität verbreitert.

Im Limit sehr großer Atomzahlen eignet sich die 3D-Thomas-Fermi-Näherung (siehe
Abschnitt

”
Berechnung des Grundzustandes“, S.14) zur Beschreibung des Kondensat-

Grundzustands. Das Kondensat hat in dieser Näherung eine quadratische Dichtevertei-
lung mit TF-Radien Rtf,i(0) ∝ N1/5/ωi(0). Die freie Expansion nach Abschalten der
Falle kann im hier beschriebenen Grenzfall starker Nichtlinearität durch einen selbst-
konsistenten Skalierungsansatz [83, 84] beschrieben werden. Dieser Ansatz stellt ei-
ne Verallgemeinerung der 3D-Thomas-Fermi-Näherung auf harmonische Potentiale mit
zeitabhängigen Fallenfrequenzen dar. Das Kondensat expandiert selbstähnlich, wobei die
Radien sich gemäß

Rtf, i(t) = λi(t)Rtf, i(0) (5.3)

entwickeln. Die Dynamik ist also vollständig in den Skalierungsfaktoren λi(t) enthalten.
Die Zeitentwicklung der Skalierungsfaktoren ist durch folgendes Differentialgleichungs-
system bestimmt:

λ̈i =
ω2

i (0)

λiλ1λ2λ3
− ω2

i (t) λi (i = x, y, z). (5.4)

Das Aspektverhältnis nach einer Fallzeit t

Rtf, z(t)

Rtf, x(t)
=

λz(t)

λx(t)

RTF, z(0)

Rtf, x(0)
=

λz(t)

λx(t)

ω‖(0)

ω⊥(0)
(5.5)

ist in diesem Limit daher von der Atomzahl N unabhängig.
Der Übergang von einer 3D-Situation zu einer 1D-Situation durch Reduktion der

Atomzahl geht dagegen mit einem Anstieg des Aspektverhältnisses einher: Bei großer
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5.1 Experimentelle Realisierung

Abbildung 5.2: Übergang zur Eindimensionalität. Gezeigt ist das Aspekt- Verhältnis σz/σx

nach einer freien Fallzeit von 15 ms aus einer Falle mit Fallenfrequenzen ω⊥ = 2π · 97(3)Hz
und ω‖ = 2π · 22.5(5)Hz. Die charakteristischen Breiten σz und σx am Ende der Fallzeit
sinken mit abnehmender Atomzahl aufgrund der nachlassenden interatomaren Abstoßung und
der daraus resultierenden absinkenden Expansionsgeschwindigkeiten. Unterhalb einer bestimm-
ten Atomzahl N1d = 771(21) (vertikaler roter Balken), die einer maximalen linearen Dichte
n1d = 1

2a
= 87Atome/µm entspricht, erreicht das Kondensat transversal den Grundzustand

des harmonischen Oszillators. Die transversale Anfangsbreite und Expansionsgeschwindigkeit
bleiben daher auch bei weiterer Reduktion der Atomzahl konstant, während die longitudinale
Expansionsgeschwindigkeit zunächst weiter abnimmt. Dies zeigt sich experimentell in einem An-
stieg des Aspekt-Verhältnisses. Der horizontale rote Balken markiert das in verallgemeinerter
3D-Thomas-Fermi-Näherung [83, 84] erwartete Aspekt-Verhältnis für große Atomzahlen.

Nichtlinearität ist die radiale Expansionsgeschwindigkeit durch die repulsive Wechselwir-
kung zwischen den Atomen dominiert. Beim Übergang zur Eindimensionalität beginnt
hingegen die Impulsbreite ∆p = ~/∆z aufgrund der endlichen Ausdehnung ∆z des trans-
versalen Grundzustandes die entscheidende Rolle zu spielen. Die anfängliche transversale
Ausdehnung des Kondensats und die radiale Expansionsgeschwindigkeit sind dann von
N unabhängig, so dass auch für σz(t) keine Atomzahlabhängigkeit erwartet wird. Die
Ausdehnung längs des Wellenleiters und die axiale Expansionsgeschwindigkeit sinken
hingegen mit abnehmender Atomzahl, so dass das Aspektverhältnis nach einer Fallzeit
t entsprechend ansteigen sollte.

Abbildung 5.2 zeigt das Ergebnis einer solchen Expansionsmessung. In Rot darge-
stellt sind das nach (5.5) erwartete Aspektverhältnis für sehr große Atomzahlen und
die nach (5.2) erwartete Atomzahl für den Übergang zur Eindimensionalität. Experi-
mentell werden für diese Messung möglichst reine Kondensate mit 600–8000 Atomen
durch Kondensation in der gekreuzten Dipolfalle erzeugt. Die Dipolfalle wird abrupt
ausgeschaltet und das Kondensat nach 15 ms freier ballistischer Expansion abgebildet.
Die 1/e2-Breiten σz(t) und σx(t) der Dichteverteilungen werden aus Konsistenzgründen
bei allen Wolken mit einer Gaußfunktion (3.25) gefittet. Die hieraus bestimmte Atom-
zahl N = π

2 ñ0σxσz wird verglichen mit derjenigen Atomzahl, die sich aus der direkten
Summation der Pixelcounts im relevanten Bildausschnitt ergibt. Für die weitere Auswer-
tung werden nur diejenigen Daten verwendet, bei denen die mit diesen beiden Methoden
bestimmten Atomzahlen innerhalb von 10% Toleranz übereinstimmen. Durch diese Se-
lektion, bei der weniger als 30% der Daten aussortiert werden, wird sichergestellt, dass
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Kapitel 5 Atomares Gap-Soliton

nur verlässliche Messungen in die Auswertung eingehen. Nach Berücksichtigung des op-
tischen Auflösungsvermögens der Abbildung ergeben sich die in Abb. 5.2 dargestellten,
korrigierten Aspektverhältnisse σz(t)/σx(t). Die Ergebnisse sind in guter Übereinstim-
mung mit der Theorie und zeigen, dass bei diesen Experimenten der Übergang zum
1D-Regime erreicht wurde. Die starke Streuung der Messwerte bei kleinen Atomzahlen
ist noch nicht im Detail verstanden. Sie könnte ihren Ursprung allerdings in der Anre-
gung kollektiver Schwingungen des Kondensats haben. Es bleibt anzumerken, dass mit
Hilfe eines Bragg-Pulses äußerst reproduzierbar auch Kondensate mit sehr viel kleine-
ren Atomzahlen erzeugt werden können. Dies ermöglichte die Durchführung der weiter
unten beschriebenen Solitonexperimente bei wesentlich geringerer linearer Dichte im tief
eindimensionalen Regime.

5.1.5 Bragg-Puls

Der in Kapitel 3 beschriebene Aufbau erlaubt die reproduzierbare Erzeugung von Kon-
densaten mit ungefähr 3000 Atomen. Für solch hohe Atomzahlen ist mit unserem Aufbau
die Bildung und Beobachtung heller Gap-Solitonen jedoch nicht möglich. Ein funda-
mentales Solitonen mit 3000 Atomen müßte gemäß (2.41) sehr schmal sein, so dass im
Zentrum des Solitons eine hohe lineare Dichte n1d = N/2x0 ∝ N2 entstünde und die
Bedingung (2.32) der Eindimensionalität verletzt würde. Als Zahlenbeispiel ergibt sich
für ein fundamentales Soliton mit 3000 Atomen und eine typische transversale Fallen-
frequenz ω⊥ = 2π · 85 Hz eine lineare Dichte n1d,max = 2831/µm ≈ 33 · 1

2a im Zentrum
des Solitons. Für ein Soliton der Ordnung N wäre bei gleicher Atomzahl N die linea-
re Dichte im Anfangspaket zwar um einen Faktor 1/N 2 niedriger, jedoch würden bei
den periodischen Kompressionen des Solitons jeweils ebenfalls zu hohe lineare Dichten
auftreten.

Aus diesem Grund wird noch vor Abschalten des Haltestrahls die Atomzahl im An-
fangswellenpaket durch Bragg-Beugung reduziert [67]. Die Intensität und Dauer des
Braggpulses werden so eingestellt, dass von den anfänglich 3000 Atomen nur 800(200)
im Anfangswellenpaket verbleiben. Die Bragg-gebeugten Atome hingegen bewegen sich
längs des Wellenleiters mit einer anfänglichen Gruppengeschwindigkeit von 2 vrec und
verlassen innerhalb weniger Millisekunden den zentralen Bereich (Abb. 5.3 a). Im Ver-
gleich zur Fallenfrequenz ω‖ ' 2π ·15 Hz in Richtung des Wellenleiters wird die Atomzahl
im Anfangswellenpaket also schlagartig reduziert. Es entsteht daher ein Wellenpaket, des-
sen Breite durch die Breite eines entsprechenden Wellenpaketes mit 3000 Atomen fest-
gelegt ist, das aber nur 800 Atome enthält. Das Wellenpaket befindet sich daher nicht in
einem Gleichgewichtszustand, sondern erfährt bis zum Abschalten des Haltestrahls (ty-
pischerweise 200 µs nach dem Bragg-Puls) aufgrund der reduzierten Mean-Field-Energie
nach innen gerichtete Kräfte. Diese führen zu einer anfänglichen Kompression des Wel-
lenpaketes im Ortsraum, die dem dispersiven Zerfließen während des Präparationspro-
zesses entgegenwirkt. Abbildung 5.3 b zeigt bei typischen experimentellen Parametern
in zwei verschiedenen Näherungen die Gleichgewichts-Dichteverteilungen für 3000 bzw.
800 Atome und die Ungleichgewichts-Dichteverteilung nach plötzlicher Reduktion der
Atomzahl von 3000 auf 800 Atome.

58



5.1 Experimentelle Realisierung

Abbildung 5.3: Realisierung kleiner Kondensate mittels eines Bragg-Pulses. a) Freie Expan-
sion des Bragg-gebeugten und des ungebeugten Teils des Wellenpaketes im Wellenleiter. Die
ober- und unterhalb der Kondensate sichtbaren Linien sind Abbildungsartefakte durch Beugung
des Abbildungslichts an den Kondensaten. b) Berechnete Verteilungen der linearen Dichte bei
typischen Fallenparametern ω⊥ = 2π · 85Hz und ω‖ = 2π · 12Hz für 3000 Atome (blau) und
800 Atome (grün). In rot ist die Dichteverteilung eines Wellenpaketes gezeigt, dessen Atomzahl
abrupt von 3000 auf 800 Atome reduziert wurde. Aufgrund der verringerten Mean-Field-Energie
führt dies zu nach innen gerichteten Kräften im Wellenpaket. Die durchgezogenen Linien re-
präsentieren die Näherung mittels effektiver Fallenfrequenzen, während die gepunkteten Linien
die Dichteverteilungen in 3D-Thomas-Fermi-Näherung zeigen.

5.1.6 Demonstration des fundamentalen Solitons

Die experimentelle Erzeugung eines fundamentalen atomaren Gap-Solitons gliedert sich
in folgende drei Teilschritte:

1. Evaporationskühlung in der aus Wellenleiter und Haltestrahl gebildeten gekreuzten
Dipolfalle zur Herstellung eines Kondensats mit typischerweise 3000 Atomen.

2. Reduktion der Atomzahl auf typischerweise 800 Atome durch Bragg-Beugung.

3. Abschalten des Haltestrahls und Beschleunigung des periodischen Potentials auf
vrec zur Präparation des Wellenpaketes an der Bandkante.

Nach einer variablen Propagationszeit im Wellenleiter wird dann jeweils ein Absorpti-
onsbild des Solitons aufgenommen. Abbildung 5.4 zeigt die aus den Absorptionsbildern
berechneten Dichteverteilungen des beobachteten Solitons für verschiedene Propagati-
onszeiten. Zur Verbesserung des Signal-Rausch-Verhältnisses sind die Daten in dieser
Abbildung für jeden Zeitpunkt über 5 Bilder gemittelt. Die Einzelbilder wurden dabei
zur Korrektur kleiner externer Störungen zum Teil um einige Pixel gegeneinander ver-
schoben. Nach 15 ms Propagationszeit sind neben dem zentralen Teil des Wellenpaketes
noch die Bragg-gebeugten Atome zu sehen. Für längere Propagationszeiten befinden sie
sich bereits außerhalb des abgebildeten Bereichs. Nach ungefähr 20 ms bildet sich das So-
liton als schmaler Peak mit ca. 350 Atomen im Zentrum des Wellenpaketes aus. Diese Zeit
entspricht 5 Solitonperioden und ist damit konsistent mit der typischen Zeitskala für So-
litonformation von ungefähr 3 Solitonperioden in der nichtlinearen Optik [23]. Während
des Soliton-Bildungsprozesses werden überschüssige Atome vom zentralen Wellenpaket
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Kapitel 5 Atomares Gap-Soliton

Abbildung 5.4: Erstes beobachtetes atomares Gap-Soliton.

abgestrahlt und bilden einen zerfließenden Hintergrund. Nach 45 ms Propagationsdauer
ist die Dichte dieser abgestrahlten Atome unter das Detektionsniveau abgefallen und
im Absorptionsbild ist nur noch das reine Soliton zu sehen. Es konnte für Zeiten bis
zu 65 ms beobachtet werden. Aus der Zeitreihe ist gut zu erkennen, dass während der
Propagation sowohl die Form als auch die Amplitude des Solitons erhalten bleiben.

5.2 Signaturen des fundamentalen Gap-Solitons

Atomare Gap-Solitonen zeichnen sich durch verschiedene Charakteristika aus, die expe-
rimentell untersucht werden könnnen. In diesem Abschnitt werden die Ergebnisse syste-
matischer Checks für solitonisches Verhalten vorgestellt.

5.2.1 Gruppengeschwindigkeit und unterdrückte Dispersion

Die Erzeugung des Solitons an der Bandkante im Quasiimpulsraum impliziert, dass die
Gruppengeschwindigkeit vg verschwindet. Abbildung 5.5 a zeigt die Position des Soli-
tons im Bezugssystem des periodischen Potentials in Abhängigkeit von der Propagati-
onszeit. Jeder einzelne Punkt repräsentiert dabei das Ergebnis einer Realisierung. Die
gepunkteten Linien markieren die Positionen, die der maximalen und der minimalen
Gruppengeschwindigkeit im untersten Band entsprechen. Die Gruppengeschwindigkeit
des beobachteten Solitons ist in sehr guter Übereinstimmung mit der Theorie klein ge-
genüber den extremalen Gruppengeschwindigkeiten.

Eine der wesentlichsten Eigenschaften eines Solitons ist die unterdrückte Dispersi-
on. Mit unserem Aufbau ist es mit Hilfe des periodischen Potentials möglich, zwischen
normaler und anomaler Dispersion und damit zwischen dispersivem und solitonischem
Verhalten hin- und herzuwechseln. Die dramatischen Unterschiede in der Wellenpaketdy-
namik zeigt Abb. 5.5 b. Die offenen Kreise repräsentieren die Expansion eines kohärenten

60



5.2 Signaturen des fundamentalen Gap-Solitons

Abbildung 5.5: Charakteristische Merkmale des beobachteten atomaren Gap-Solitons. a)
zeigt die Position des Solitons im Bezugssystem des periodischen Potentials und bestätigt, dass
ein stehendes Gap-Soliton realisiert wurde. Die gepunkteten Linien markieren die Positionen,
die der maximalen und der minimalen Gruppengeschwindigkeit im untersten Band entsprechen.
b) Vergleich der Expansion im Regime positiver und negativer effektiver Masse für 200–300
Atome. Während das Soliton über einen Zeitraum von 50 ms (dies entspricht mehr als 10 Soli-
tonperioden) überhaupt nicht zerfließt, expandiert das Wellenpaket im Regime normaler Massen
signifikant. c) Atomzahl im zentralen Peak. Die anfängliche Atomzahl weist starke Schuss-zu-
Schuss-Fluktuationen auf, die während des Soliton-Formationsprozesses reduziert werden. Der
theoretisch erwartete Zusammenhang zwischen Atomzahl und Solitonbreite ist durch den roten
Balken in Graph c) dargestellt, wobei der Mittelwert der gemessenen Breiten verwendet wurde,
wie in Graph b) angedeutet. Alle beitragenden Parameter wurden dabei unabhängig gemessen.
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Abbildung 5.6: Skalierungseigenschaften eines atomaren Gap-Solitons. Die effektive Masse
wurde experimentell durch Veränderung der Modulationstiefe des periodischen Potentials vari-
iert. Die durch die Solitonbedingung (2.41) vorhergesagte Skalierung ist durch eine rote Linie
dargestellt und in hervorragender Übereinstimmung mit den experimentellen Beobachtungen. Es
sei betont, dass alle Parameter, die in die theoretische Vorhersage eingehen, unabhängig gemessen
wurden.

Materiewellenpaketes mit 300 Atomen im Regime normaler Masse meff = m, während
die Punkte die gemessenen Breiten des Wellenpaketes im Regime negativer effektiver
Masse meff = −0.1 m bezeichnen. In diesem Regime behält das Wellenpaket seine Breite
für mehr als 10 Solitonperioden bei. Die Fehlerbalken der einzelnen Messwerte spiegeln
die Fehler beim Fitten der Absorptionsbilder mit Gaußfunktionen wider. Die mittlere
Solitonbreite ergibt sich zu x0 = 6.5(10) µm. Sie wurde aus dem Fit der optischen Dich-
teverteilung unter Berücksichtigung des optischen Auflösungsvermögens unserer Abbil-
dung bestimmt.

Mit der transversalen Fallenfrequenz ω⊥ = 2π · 85(2) Hz berechnet sich die nach
(2.41) erwartete Atomzahl im Soliton zu N = 244(50) und ist in Abb. 5.5 c durch einen
roten Balken dargestellt. Die Breite des Balkens repräsentiert die Unsicherheit in den
Messwerten x0, ω⊥ und V0 bzw. meff. Der beobachtete Zusammenhang zwischen Atom-
zahl und Solitonbreite ist in guter Übereinstimmung mit der theoretischen Vorhersage
für ein helles Soliton. Die gemäß (2.41) gegenläufige Entwicklung von Atomzahl und
Solitonbreite spiegelt sich auch in den Fluktuationen der Einzelmesswerte in Abb. 5.5 b,c
wider.

5.2.2 Skalierungsverhalten

Als zusätzliche Kontrolle, dass es sich bei den erzeugten nicht-zerfließenden Wellenpake-
ten um Solitonen handelt, wurde eine weitere Messreihe durchgeführt. Dabei wurde mit
Hilfe der Modulationstiefe des periodischen Potentials der Wert der effektiven Masse va-
riiert und jeweils das Produkt Nx0 aus Atomzahl und Solitonbreite bestimmt. Abbildung
5.6 zeigt den gesamten Bereich effektiver Massen, für die Solitonen beobachtet wurden.
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5.3 Solitonen höherer Ordnung

Für kleinere Werte von |meff|, d.h. kleinere Modulationstiefen, erlaubt Landau-Zener-
Tunneln keine saubere Präparation im Bereich negativer effektiver Masse. Für größere
effektive Massen hingegen weicht das in unserem Experiment erreichbare Produkt Nx0

für das Anfangswellenpaket zu stark von der Solitonbedingung (2.41) ab. Die experimen-
tellen Ergebnisse sind in Abb. 5.6 dargestellt und bestätigen die theoretische Erwartung
aus der Solitonbedingung.

Für jeden Datenpunkt in dem Graphen wurden je alle Einzel-Messpunkte innerhalb
eines bestimmten Bereichs effektiver Massen (ca. 5 je Bereich) zusammengefaßt. Der Feh-
lerbalken in Abszissenrichtung gibt dabei die Standardabweichung der effektiven Massen
der Messpunkte an, die zu dem jeweiligen Datenpunkt beitragen. Die Fehlerbalken in
Ordinatenrichtung enthalten neben der analogen Standardabweichung aufgrund der Zu-
sammenfassung mehrerer Messpunkte zu einem Datenpunkt auch die Unsicherheit bei
der Bestimmung der Atomzahl und der Breite für jeden einzelnen Messpunkt.

Zusätzlich zu den in Abb. 5.6 dargestellten Ergebnissen zeigen unsere Daten, dass die
Änderung des Skalierungsparamters Nx0 durch eine Anpassung der Atomzahl dominiert
wird, während die Solitonbreite nur eine schwache Abhängigkeit von der effektiven Masse
aufweist.

An dieser Stelle sei noch einmal auf folgende, aus naiver Sicht überraschende Tatsache
explizit hingewiesen: Im Kontext einer negativen effektiven Masse kann eine schnellere
lineare Expansion durch eine stärkere Abstoßung der Atome ausgeglichen werden. Dies
gilt bezüglich einer schnelleren linearen Expansion aufgrund einer kleineren effektiven
Masse und aufgrund einer kleineren Anfangsbreite des Wellenpaketes gleichermaßen. Je
kleiner ein fundamentales Soliton bei fester effektiver Masse ist, umso mehr Atome muß
es enthalten, damit sich lineare und nichtlineare Effekte kompensieren können.

5.3 Solitonen höherer Ordnung

Die im Rahmen dieser Arbeit durchgeführten Experimente haben sich auf die Untersu-
chung des fundamentalen Solitons konzentriert. Dieses zeichnet sich dadurch aus, dass
sich die Effekte von Nichtlinearität und Dispersion bei der Dynamik exakt kompensieren.
Bei einem Wellenpaket mit identischer Form der Dichteverteilung und gleicher Phase wie
das fundamentale Soliton, jedoch größerer Atomzahl, überwiegt in der anfänglichen Dy-
namik hingegen die nichtlineare Energie. Dies führt zur Aufprägung einer quadratischen
Phase im Ortsraum und damit zu einer Verbreiterung im Impulsraum. Aufgrund dieser
Erhöhung der Impulsbreite trägt die Dispersion zunehmend zur Dynamik bei und wird
schließlich zum dominanten Effekt. Bei anomaler Dispersion führt dies im Ortsraum zu
einer Pulskompression, wodurch die Nichtlinearität wieder Oberhand gewinnt. Enthält
das Anfangswellenpaket gerade N 2 mal so viele Atome wie das entsprechende funda-
mentale Soliton, so kooperieren die beiden Effekte in einer Weise, die zu einer zeitlich
periodischen Evolution führt (siehe Abb. 5.7 a für den Fall N = 2 bzw. Abb. 2.6 c für
N = 3).

Durch Unterbrechung der Dynamik zum Zeitpunkt maximaler Kompression kann ein
anfänglich unschärfebegrenztes Wellenpaket auf diese Weise komprimiert werden. Eine
solche Kompression ist nur aufgrund des nichtlinearen Terms in der Bewegungsgleichung
möglich. Im linearen Fall hingegen ist der Hamiltonoperator eines freien Teilchens dia-
gonal, so dass die Impulsbreite erhalten bleibt. Die Unschärferelation verbietet dann die
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Abbildung 5.7: Soliton 2. Ordnung. a) Zeitreihe. Aufgetragen ist die lineare Dichte über
der Position und der Zeit. Die nichtlineare Dynamik bewirkt eine periodische Oszillation der
Breite des zentralen Peaks mit der Solitonperiode Ts. b) Gezeigt ist die lineare Dichte eines
Solitons zweiter Ordnung mit N Atomen und einer Anfangsbreite x0 für t = 0 (blau) und für
den Moment der größten Kompression t = Ts/2 (grün). Die gepunktete rote Linie stellt zum
Vergleich die lineare Dichte eines fundamentalen Solitons mit Atomzahl N und Breite x0/4 dar.

Pulskompression eines anfänglich unschärfebegrenzten Wellenpaketes.
Im Experiment wurden bisher keine Solitonen höherer Ordnung beobachtet. Prinzi-

piell sollte dies jedoch möglich sein. Für ein Soliton der Ordnung N besteht zwischen
der Atomzahl N und der anfänglichen Solitongröße x0 der Zusammenhang

Nx0 = N 2 ~

meffω⊥αNLa
, (5.6)

wie in Abschnitt 2.2.2 erläutert wurde. Im dargestellten atomoptischen System müssen
allerdings gleichzeitig auch die Voraussetzungen 1.–4. aus Abschnitt 5.1.1 erfüllt sein. Ins-
besondere die Bedingungen 2. (konstante effektive Masse) und 4. (Eindimensionalität)
stellen dabei für Solitonen höherer Ordnung wegen der anfänglichen Impulsverbreiterung
und der folgenden räumlichen Kompression eine Schwierigkeit dar. Die lineare Dichte im
Zentrum eines Solitons der Ordnung N = 2 beispielsweise erhöht sich bei der Kompressi-
on um den Faktor 4 gegenüber dem Anfangswellenpaket (siehe Abb. 5.7 und analytische
Formel für ein Soliton 2. Ordnung in [22]). Damit die Bedingung der Eindimensionalität
auch zum Zeitpunkt maximaler Kompression erfüllt ist, müssen daher Anfangswellen-
pakete mit extrem kleiner linearer Dichte verwendet werden. Aus diesem Grund sollte
zur Erzeugung von Solitonen höherer Ordnung die Anpassung des Anfangswellenpake-
tes an die Solitonbedingung (5.6) im Vergleich zum fundamentalen Soliton nicht durch
Erhöhung der Atomzahl, sondern durch Vergrößerung der Breite erfolgen. Die dabei auf-
tretenden äußerst kleinen Dichten stellen dann allerdings extrem hohe Anforderungen
an die numerische Apertur und optische Qualität der Abbildung, falls ein ausreichend
gutes Signal-Rausch-Verhältnis erzielt werden soll. Noch entscheidender jedoch ist, dass
die Solitonperiode Ts quadratisch mit der Anfangsbreite x0 des Solitons skaliert. Wird
statt eines fundamentalen Solitons ein Soliton 2. Ordnung durch Vervierfachung der An-
fangsbreite und Beibehaltung der Atomzahl erzeugt, so ergibt sich daher eine erwartete

typische Solitonperiode T
(2)
s = 42 · T

(1)
s = 64 ms. Dabei wurde von einer für unsere

Experimente typischen Periode T
(1)
s = 4 ms des fundamentalen Solitons ausgegangen.
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5.4 Vorschlag zur Untersuchung von Soliton-Kollisionen

Die Existenz von Solitonen beruht auf der Kompensation der Dispersion durch die dich-
teabhängige Wechselwirkung, die als Nichtlinearität in der Bewegungsgleichung auftritt.
Dieselbe Wechselwirkung führt aber auch zu einer Kopplung zwischen räumlich über-
lappenden Wellenpaketen. Dies bewirkt, dass die Linearkombination zweier Lösungen
der Gross-Pitaevskii-Gleichung im Allgemeinen keine Lösung dieser Bewegungsgleichung
mehr darstellt. Das fundamentale Soliton nimmt in diesem Zusammenhang jedoch eine
Sonderstellung ein: Zwei aufeinander zulaufende fundamentale Solitonen gleicher Ampli-
tude und Phasenlage durchdringen einander, ohne dass dies eine Auswirkung auf deren
Dichteverteilungen nach der Kollision hat. Bisher konnten solche Solitonkollisionen nur
mit solitonischen Laserpulsen in der Glasfaser-Optik studiert werden. In diesem Ab-
schnitt soll nun ein Vorschlag zur experimentellen Realisierung der Kollision zwischen
atomaren Solitonen präsentiert werden. Die hierfür notwendigen Erweiterungen (siehe
Abb. 3.5) der bestehenden Apparatur wurden bereits im Rahmen dieser Diplomarbeit
aufgebaut und in ersten Vorexperimenten getestet.

5.4.1 Theorie

Die Wechselwirkung zwischen hellen Solitonen spielt bei der Telekommunikation mittels
Lichtpulsen in Glasfasern eine wichtige Rolle, da hierdurch der Pulsabstand und damit
die Übertragungsrate für störungsfreie Informationsübertragung begrenzt wird [22]. Sie
stellt daher den Gegenstand verschiedener theoretischer Arbeiten dar, deren wichtigste
Ergebnisse in diesem Abschnitt zusammengefasst werden sollen.

Die Wechselwirkung zwischen zwei Solitonen kann durch numerische Integration der
nichtlinearen Schrödingergleichung studiert werden. Tiefere physikalische Einsicht er-
laubt jedoch die Anwendung der inversen Streumethode auf das Problem [85]. Die Details
dieser Methode sollen hier nicht diskutiert werden, jedoch gleicht sie von der Idee her der
Lösung partieller Differentialgleichungen mittels der Fourier-Transformations-Methode.
Studien, die mit dieser Methode durchgeführt wurden, zeigen, dass die Wechselwirkung
nicht nur vom Abstand zwischen den beiden Solitonen, sondern auch sehr kritisch von
der relativen Phase θ und der relativen Amplitude r abhängt.

Im Folgenden seien zwei Solitonen gleicher Amplitude (r = 1) betrachtet. Im Fall
θ = 0 entsteht dann eine attraktive Wechselwirkung zwischen den Solitonen, die zu der
in Abb. 5.8 a dargestellten periodischen Dynamik führt. Die gezeigte Überlappung und
Durchkreuzung gemeinsam propagierender Solitonen stellt den oben erwähnten Prozess
dar, der eine Limitierung der Übertragungsrate in optischen Kommunikationssystemen
bewirkt. Es zeigt sich jedoch, dass für θ 6= 0 eine wesentlich höhere Übertragungsrate
möglich wird. Dies liegt darin begründet, dass die Solitonwechselwirkung sich schon bei
relativ kleinen Werten von θ von attraktiv nach repulsiv umkehrt. Abbildung 5.8 b zeigt
als Beispiel die Dynamik eines Solitonen-Paares mit einer relativen Phase θ = π

4 .

Die Soliton-Kollisionen aufgrund der in diesem Abschnitt beschriebenen Wechselwir-
kung zwischen zwei anfänglich deutlich separierten Solitonen finden auf einer Zeitskala
statt, die äußerst lang ist gegenüber der Solitonperiode Ts = π

2 Td. Bei einer typischen
Anfangsseparation von 10 Solitonbreiten liegt die Oszillationsperiode für θ = 0 und r = 1
im Bereich von 100 Td ≈ 64 Ts [86]. Ihre experimentelle Beobachtung erfordert somit die
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Abbildung 5.8: Wechselwirkung zwischen zwei überlappenden Solitonen aufgrund der Nicht-
linearität. a) Bei einer relativen Phase θ = 0 ziehen sich die beiden Solitonen an und es entsteht
eine periodische Dynamik. b) Schon für relativ kleine Phasenverschiebungen (hier θ = π

4
) entsteht

eine effektive Abstoßung.

Erzeugung von Solitonen, die über solch lange Zeitdauern stabil existieren, und ist daher
für atomoptische Systeme sehr schwierig. Ein voraussichtlich leichter implementierbarer
Ansatz zur Studie von Soliton-Kollisionen geht dagegen von Solitonen aus, die anfänglich
durch ein externes Potential Vacc aufeinander zu beschleunigt wurden. Ein entsprechen-
der Vorschlag zur experimentellen Umsetzung dieses Ansatzes mit unserer Apparatur
wird im Abschnitt 5.4.3 vorgestellt und diskutiert.

5.4.2 Experimentelle Vorarbeiten

Eine notwendige Voraussetzung zur Untersuchung von Soliton-Kollisionen ist die repro-
duzierbare Erzeugung von zwei Solitonen. Unser Ansatz sieht hierfür analog zu der in
Abschnitt 5.1 beschriebenen Erzeugung eines einzelnen Solitons folgende Schritte vor:

1. Simultane Erzeugung von zwei Kondensaten im Wellenleiter,

2. Reduktion der Atomzahl in den Kondensaten durch Bragg-Beugung,

3. Realisierung der Solitonen bei einer negativen effektiven Masse durch adiabati-
sche Präparation der zwei Kondensate an die Bandkante in einem periodischen
Potential.

Die Punkte 1. und 2. konnten bereits experimentell realisiert werden und sollen im
Folgenden kurz erläutert werden.

Zur simultanen Erzeugung zweier Kondensate (im Folgenden als
”
Doppelkondensat“

bezeichnet) wird zusätzlich zur Dipolfalle ein periodisches Potential verwendet. Dieses
wird realisiert durch den in Abb. 3.5 dargestellten Laserstrahl (im Folgenden

”
Stehwelle

2“), der die Glaszelle in nahezu vertikaler Richtung passiert und in sich zurückreflek-
tiert wird. Aus einer Richtung parallel zur y-Achse betrachtet schließt die Strahlrichtung
einen Winkel von ca. 89◦ mit der Richtung des Wellenleiters ein. In Verbindung mit der
Dipolfalle entsteht dadurch längs des Wellenleiters effektiv ein Doppelmuldenpotential.
Durch adiabatisches Hochrampen der Stehwelle 2 nach Erzeugung eines einzelnen Kon-
densats in der Dipolfalle kann dieses in zwei Dichtemaxima längs des Wellenleiters geteilt
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Abbildung 5.9: Doppelkondensate. a) Expansion im freien Fall nach Abschalten aller Fal-
lenpotentiale. Gezeigt sind für t = 0 und t = 14ms jeweils die Dichteverteilung und Schnitte in
longitudinaler und transversaler Richtung durch die Kondensate. b) Expansion im Wellenleiter
nach Abschalten des zur Erzeugung des Doppelkondensats verwendeten periodischen Potentials
und des Haltestrahls. c) Kondensate im Wellenleiter 6 ms nach einem Bragg-Beugungs-Puls.

werden. Die relative Atomzahl in den beiden Dichtemaxima wird experimentell durch
Justierung des Haltestrahls in der x-y-Ebene und damit Verschiebung der Anfangsposi-
tion des anfänglichen Einzelkondensats längs des Wellenleiters realisiert. Experimentell
können damit sehr reproduzierbar Doppelkondensate mit typischerweise N = 2 × 1500
Atomen hergestellt werden. Der Präparationsprozess dauert typischerweise einige 100 ms
ab dem Einschalten der Stehwelle 2. Zur Unterdrückung der spontanen Emission muss
daher auf einen präzisen Überlapp der Stehwellenstrahlen und eine gute spektrale Rei-
nigung des Laserstrahls mittels der in Abb. 3.5 gezeigten geheizten Spektroskopiezelle
geachtet werden.

Absorptionsbilder der ersten erzeugten Doppelkondensate sind in Abb. 5.9 darge-
stellt. Abbildung 5.9 a zeigt jeweils ein Doppelkondensat in der Dipolfalle und nach 14 ms
freier ballistischer Expansion nach Abschalten aller Fallenpotentiale. Die Dichtevertei-
lungen haben Gaußsche Form und lassen keinen thermischen Untergrund erkennen. Ein
Fit der Schnitte durch die Dichteverteilungen mit einer Doppelgaußfunktion liefert in
der Dipolfalle (t1 = 0) die Breiten σx = 15.9 µm (linkes Kondensat) bzw. σx = 11.8 µm
(rechtes Kondensat) und σz = 8.2 µm bzw. 8.1 µm. Nach t2 = 14 ms freier ballistischer
Expansion ergeben sich σx = 15.6 µm bzw. 13.1 µm und σz = 12.8 µm bzw. 12.3 µm.
Die aus diesen Daten und der optischen Dichte des Kondensats berechneten Atomzahlen
liegen bei N = 1.5(2) · 103. Aufgrund des optischen Auflösungsvermögens unserer Abbil-
dung von 7.5(5) µm sind die tatsächlichen Größen allerdings kleiner. Insbesondere kann
die Ausdehnung des Kondensats in der Dipolfalle in transversaler Richtung aufgrund der
Unsicherheit in der Größe des Auflösungsvermögens nicht direkt aus dem entsprechenden
Absorptionsbild bestimmt werden. Aus der Expansion in z-Richtung lässt sich unter An-
nahme einer Gaußschen Dichteverteilung und unter Vernachlässigung der interatomaren
Wechselwirkungen jedoch eine untere Grenze für die Ausdehnung der Kondensate in z-
Richtung in der Dipolfalle angeben. Es ergibt sich unter Berücksichtigung des optischen
Auflösungsvermögens und mit (2.7) die Abschätzung σz(0) ≥ 2 µm. Eine Einbeziehung
der Effekte der Wechselwirkung würde hier nur zu einem größeren Wert führen. Die
Abschätzung für σz(0) muss mit der Ausdehnung σ⊥ =

√

2~/mω⊥ = 1.65 µm eines
Wellenpaketes im transversalen Grundzustand des Wellenleiters mit einer typischen Fal-
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lenfrequenz ω⊥ = 2π ·85 Hz verglichen werden. Die Differenz zwischen den beiden Werten
kann der Verbreitung der Dichteverteilung aufgrund der Atom-Atom-Wechselwirkungen
zugeschrieben werden. Die so erzeugten Doppelkondensate sollten sich bei hinreichend
kleiner linearer Dichte also durch die 1D-Gross-Pitaevskii-Gleichung beschreiben las-
sen und damit zur simultanen Erzeugung von zwei Solitonen (

”
Doppelsoliton“) eignen.

Abbildung 5.9 b zeigt zur Illustration die freie Expansion eines Doppelkondensats im
Wellenleiter nach Abschalten der übrigen Fallenpotentiale. Es sei noch erwähnt, dass
neben der oben erläuterten Sequenz zur Erzeugung von Doppelkondensaten auch mit
einer anderen Sequenz experimentiert wurde, bei der die Stehwelle 2 schon während des
Kondensationsprozesses eingeschaltet und damit in das Doppelmuldenpotential hinein-
kondensiert wurde.

Zur Reduktion der Atomzahlen kann auch beim Doppelkondensat Bragg-Beugung
angewandt werden. Abbildung 5.9 c zeigt das Absorptionsbild eines Doppelkondensats
6 ms nach Anwendung eines Bragg-Pulses, mit dem ca. 50% der Atome aus dem Kon-
densat herausgebeugt wurden. Das zurückgebliebene Doppelkondensat befindet sich in
der Abbildung links und enthält ca. N = 2 × 760(70) Atome. Es sollte daher analog
zur Situation mit einem einzelnen Kondensat möglich sein, durch Anlegen eines periodi-
schen Potentials und Beschleunigung der Wellenpakete an die Bandkante zwei Solitonen
zu erzeugen.

5.4.3 Vorschlag zur experimentellen Umsetzung

Um zwei auf diese Weise erzeugte Solitonen innerhalb einer experimentell realisierbaren
Beobachtungsdauer zur Kollision zu bringen, müssen sie aufeinander zu beschleunigt
werden. Dies ist mit Hilfe eines in Wellenleiterrichtung repulsiven Potentials möglich,
das durch den in Abb. 3.5 von rechts kommenden blau-verstimmten Laser erzeugt wer-
den kann. Das Zentrum dieses Laserstrahls sollte dabei auf einen Punkt justiert sein, der
sich auf der Wellenleiter-Achse zwischen den beiden Solitonen befindet (die genaue Ideal-
position dieses Punktes wird weiter unten diskutiert). Aufgrund der negativen effektiven
Masse der Wellenpakete führt das repulsive Potential zu Gruppengeschwindigkeiten der
Solitonen, die sie aufeinander zu laufen lassen. Bei der Beschleunigung der Solitonen,
d.h. bei deren Verschiebung im Quasiimpulsraum, muss jedoch sichergestellt werden,
dass sich der Wert der effektiven Masse nicht zu stark ändert. Dies begrenzt den erlaub-
ten Bereich im Quasiimpulsraum und damit auch die Gruppengeschwindigkeiten, auf die
die Solitonen beschleunigt werden dürfen. Bei der für unsere Solitonenexperimente typi-
schen Modulationstiefe V0 = 0.7 Erec ist meff innerhalb des Bereichs [0.98 krec, 1.02 krec]
bis auf weniger als 10% konstant (meff, krec = −0.0956 m und meff, 0.98 krec = −0.104 m).
Die Idee besteht nun darin, mittels des oben erwähnten Potentials Vacc, den zentralen

Quasiimpuls des einen Solitons von k
(1)
0 = krec nach k

(1)
0 = 0.98 krec zu präparieren und

den des zweiten Solitons entsprechend nach k
(2)
0 = 1.02 krec. Im Folgenden sollen sinnvolle

experimentelle Werte für die Frequenz ωacc dieses Potentials und die Präparationsdauer
Tacc, während der das Potential Vacc eingeschaltet ist, diskutiert werden.

Für ein im Bezugssystem des periodischen Potentials ruhendes repulsives harmoni-
sches Beschleunigungspotential Vacc kann die Position des zentralen Quasiimpulses k0(t)
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Abbildung 5.10: Simulation des vorgeschlagenen Verfahrens zur Untersuchung von Soliton-
Kollisionen. a) Zwei Solitonen gleicher Phasenlage (θ = 0) werden während der ersten 5 ms durch
ein Potential Vacc im Quasiimpulsraum zu zentralen Quasiimpulsen 0.98 krec bzw. 1.02 krec be-
schleunigt. Die weitere Propagation erfolgt bei Vacc = 0 und führt zur Kollision der Solitonen.
b) Identische Situation wie in a), aber mit einer relativen Phase θ = π zwischen den beiden
beteiligten Solitonen. Im Kollisionsbereich ist die daraus resultierende gegenseitige Abstoßung
der Solitonen gut zu erkennen. c) Schnitte durch die Dichteverteilung für den in Graph a) darge-
stellten Fall θ = 0 zu den Zeiten t = 0 und t = 60ms. Die Solitonen haben ihre sech-Form nach
der Kollision nahezu wiedergewonnen. d) Entsprechende Schnitte durch die Dichteverteilung für
den in b) dargestellten Fall θ = π. Auch hier bleibt die sech-Form erhalten.
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eines Solitons mittels folgender Gleichungen näherungsweise beschrieben werden:

~k̇0(t) = mω2
accx(t) (5.7)

x(t) = x(0) +

∫ t

0
vg(t

′) dt′ (5.8)

vg(t) =
1

~

dE1

dk

∣

∣

∣

∣

k0(t)

. (5.9)

Dabei bezeichnet x(t) den Schwerpunkt des Solitons im Bezugssystem des periodischen
Potentials. Nichtlineare Effekte wurden bei dieser Beschreibung vernachlässigt. Dies ist
zulässig, solange der Abstand zu anderen Wellenpaketen groß ist im Vergleich zu den
jeweiligen Breiten. In dieser Näherung ergibt sich bei einer Fallenfrequenz ωacc = 2π ·
4.5 Hz, dass der zentrale Quasiimpuls eines Solitons mit Anfangsposition x1(0) = 35 µm
innerhalb von Tacc = 5 ms von krec nach 1.02 krec verschoben wird. Der Quasiimpuls eines
Solitons, das sich zu Beginn bei x2(0) = −35 µm befunden hat, wird entsprechend nach
0.98 krec verschoben.

Bei der von uns verwendeten Form des Dispersionsmanagements wird das periodi-
sche Potential zur Präparation eines Wellenpaketes am Rand der Brillouinzone allerdings
auf eine Geschwindigkeit −vrec beschleunigt. Das zur Beschleunigung der Solitonen ver-
wendete Potential Vacc ruht hingegen im Laborsystem. Daher muss in Gleichung (5.8)
ein zusätzlicher Term −vrect eingeführt werden, der diese Relativbewegung berücksich-
tigt. In diesem Fall werden zwei Solitonen mit einem typischen Anfangsabstand von
70 µm mittels des Potentials Vacc mit ωacc = 2π · 4.5 Hz innerhalb von Tacc = 5 ms im
Quasiimpulsraum von krec nach 0.98 krec bzw. 1.02 krec verschoben, wenn für ihre An-
fangspositionen x1(0) = +50 µm bzw. x2(0) = −20 µm gewählt wird. Damit ist klar, wo
der oben erwähnte Idealpunkt für das Zentrum der Stehwelle 2 liegt.

Abbildung 5.10 a zeigt das Ergebnis einer numerischen Simulation, bei der diese
Präparationsmethode mit obigen Parametern auf zwei fundamentale Solitonen mit An-
fangsbreiten x0 = 7.5 µm und entsprechender Atomzahl N = 211 angewendet wurde.
Abgebildet ist die Dichteverteilung |A(x, t)|2 der Einhüllenden im Bezugssystem des pe-
riodischen Potentials in Abhängigkeit von der Propagationszeit t. Die oben erläuterte
Relativbewegung der Potentiale wurde bei der Simulation, die mittels der Split-Step-
Technik umgesetzt wurde, berücksichtigt. Die beiden Solitonen im Abb. 5.10 a haben zu
Beginn eine identische Phasenlage (θ = 0). Wie erwartet durchdringen sich die beiden
Solitonen und bleiben auch nach der Kollision lokalisiert. In Abb. 5.10 b ist das Ergebnis
einer identischen Simulation gezeigt, bei der nun aber eine relative Phasenlage θ = π
zwischen den Solitonen gewählt wurde. Experimentell kann eine solche zusätzliche Phase
zum Beispiel durch einen π-Puls mit einem Laserstrahl, der nur eines der beiden Solitonen
trifft, realisiert werden. Diese Technik des

”
phase engineering“ ist wohletabliert und wur-

de beispielsweise in [26] und [27] zur Erzeugung dunkler Solitonen angewandt. Die Simu-
lation zeigt die erwartete Abstoßung der beiden kollidierenden Solitonen. Auch in diesem
Fall bleiben die Solitonen nach der Kollision scharf lokalisiert. Graph c) zeigt Schnitte
für t0 = 0 (blaue Linie) und t1 = 60 ms (rote Linie) durch die in a) dargestellte Zeitreihe.
Ein Fit (feine schwarze Linie) mit der Funktion A1 sech2( x

x1
)+A2 sech2( x

x2
) an die lineare

Dichte n1d(x, t1) = |A(x, t1)|2 zeigt, dass die Solitonen ihre sech-Form nach der Kollision
nahezu wiedergewonnen haben. Aus den ermittelten Werten A1 = A2 = 12.5 µm−1 und
x1 = x2 = 8.2 µm berechnet sich eine Atomzahl N = 205 pro Soliton. In Graph d) sind
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die analogen Daten für die in Graph b) gezeigte Zeitreihe dargestellt. Der Fit liefert hier
A1 = A2 = 11.8 µm−1 und x1 = x2 = 8.5 µm, woraus sich N = 201 ergibt. Die in den
Solitonen fehlenden Atome wurden längs des Wellenleiters abgestrahlt und bilden einen
zerfließenden Untergrund.
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6 Zusammenfassung und Ausblick

Im Rahmen der vorliegenden Arbeit gelang erstmalig die experimentelle Demonstration
heller atomarer Gap-Solitonen. Dazu wurde die Technik des Dispersionsmanagements
mittels eines periodischen optischen Potentials auf Bose-Einstein-Kondensate von 87Rb
in einem eindimensionalen atomaren Wellenleiter angewandt. Dies erlaubte die Realisie-
rung einer negativen effektiven Masse und war Voraussetzung für die Erzeugung heller
atomarer Solitonen in einem Kondensat mit repulsiver interatomarer Wechselwirkung.
In systematischen Messungen konnten verschiedene für Solitonen erwartete charakteri-
stische Eigenschaften nachgewiesen werden.

Zu Beginn meiner Diplomarbeit wurden die in [35] beschriebenen Experimente zum
Dispersionsmanagement mit thermischen Atomwolken in periodischen Potentialen für
eine Veröffentlichung [36] weiter ausgearbeitet. Bei diesen Experimenten konnte ein
zunächst zerfließendes Wellenpaket durch eine gezielte Manipulation der Dispersions-
relation während der Propagation zur Rekompression bis quasi auf seine Anfangsbreite
gebracht werden. Es wurde demonstriert, dass die Dispersion von Materiewellen in Stärke
und Vorzeichen experimentell kontrolliert werden kann. Die Grenzen der lokalen Nähe-
rung der Dispersionsrelation durch eine konstante effektive Masse waren Gegenstand
einer zweiten Reihe von Experimenten zum Dispersionsmanagement. Schließlich wurde
der Einfluss der Punkte im Quasiimpulsraum, die extremaler Gruppengeschwindigkeit
bzw. divergierender effektiver Masse entsprechen, auf die Wellenpaketdynamik im Detail
untersucht.

Zur Erzeugung von Bose-Einstein-Kondensaten waren mit Lasermethoden vorgekühl-
te Atomwolken ursprünglich in einer magnetischen TOP-Falle durch Evaporationsküh-
lung bis zum BEC-Phasenübergang abgekühlt worden. Unsere Experimente finden je-
doch in dem Dipolpotential eines rotverstimmten horizontalen Laserstrahls statt, der
den Materiewellenpaketen als Wellenleiter dient. In Experimenten vor Beginn meiner Di-
plomarbeit hatte sich gezeigt, dass beim Transfer der Kondensate von der Magnetfalle in
den Wellenleiter unkontrollierbare Impulse auf die Atome übertragen wurden. Aus die-
sem Grund war zu einem anderen Schema übergegangen worden, das im Laufe des letzten
Jahres durch zahlreiche Detailverbesserungen immer weiter verfeinert wurde. Bei diesem
neuen Schema werden die Atome in der Magnetfalle nur bis zu einer typischen Phasen-
raumdichte D = 3 · 10−2 abgekühlt und dann in eine optische Dipolfalle umgeladen. In
dieser Dipolfalle, die von dem Wellenleiter und einem dazu senkrecht verlaufenden eben-
falls rotverstimmten Laser gebildet wird, findet durch Reduktion der Strahlleistungen
weitere Verdampfungskühlung bis zum BEC-Phasenübergang statt. Dies ermöglichte ei-
ne wohldefinierte Präparation der für die Soliton-Experimente benötigten nichtlinearen
Materiewellenpakete im Wellenleiter.

Der zeitliche und inhaltliche Schwerpunkt meiner Arbeit lag auf der Realisierung hel-
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ler Gap-Solitonen. Ihre Entstehung beruht auf dem Zusammenspiel von Dispersion und
Nichtlinearität aufgrund der Atom-Atom-Wechselwirkungen. Die Erzeugung heller Soli-
tonen ist im Fall repulsiver Wechselwirkung nur bei anomaler Dispersion möglich. Dies
entspricht einer negativen effektiven Masse und kann mit dem oben genannten Dispersi-
onsmanagement mittels eines periodischen Potentials realisiert werden. In ausführlichen
systematischen Messreihen zeigte sich jedoch, dass während der Präparation des Wellen-
paketes im Quasiimpulsraum transversale Schwingungen im Wellenleiter angeregt wur-
den. Die Ursache für diesen Effekt, der die Erzeugung von Solitonen zunächst unmöglich
machte, war ein Winkel von 21◦ zwischen Wellenleiter und periodischem Potential. Da-
her wurden in einer größeren Umbauaktion, die alle optischen Potentiale miteinschloss,
Wellenleiter und periodisches Potential kolinear aufgebaut. Nach weiteren Verbesserun-
gen der Apparatur, wie beispielsweise der elektronischen Stabilisierung der Lichtleistung
und damit der Tiefen aller optischen Potentiale durch PI-Regelkreise, führte dies schließ-
lich zur Erzeugung der angestrebten Solitonen. Sie konnten für Propagationszeiten bis
zu 65 ms beobachtet werden. Dies entspricht mehr als 15 Solitonperioden Ts, wobei Ts

eine charakteristische Zeitskala für die Phasenentwicklung eines Solitons ist. Es wurde
gezeigt, dass die Dichteverteilung der realisierten Solitonen während der Beobachtungs-
zeit in Form und Breite in guter Näherung konstant war. Auch die Atomzahl in den
Solitonen war in sehr guter Übereinstimmung mit den theoretischen Erwartungen und
änderte sich während der Propagation nur unwesentlich. Weiterhin konnte nachgewiesen
werden, dass im periodischen Potential stehende Gap-Solitonen erzeugt wurden. Dies ist
in dem verwendeten atomoptischen System möglich, da die Wellenpakete hier im Ge-
gensatz zur Optik in Medien mit periodischem Brechungsindex direkt an die Bandkante
präpariert werden können. Schließlich wurde das Skalierungsverhalten der Solitonen bei
Variation der Dispersion durch Veränderung der Modulationstiefe des periodischen Po-
tentials untersucht. Die experimentellen Ergebnisse dieser Messungen sind ebenfalls in
sehr guter Übereinstimmung mit der theoretischen Erwartung.

In Ergänzung zu diesem Projekt wurde ein Diodenlasersystem aufgebaut. Es wur-
de in einem ebenfalls im Rahmen dieser Arbeit konzipierten und umgesetzten Aufbau
verwendet, um zwei weitere optische Potentiale bereitzustellen. Eines dieser beiden Po-
tentiale war periodisch und konnte zur simultanen Herstellung zweier Kondensate im
Wellenleiter eingesetzt werden. Vorexperimente lassen erwarten, dass es mittels dieser
Doppelkondensate und der vorhandenen Apparatur möglich sein sollte, erstmalig auf
kontrollierte Weise zwei atomare Solitonen gleichzeitig zu erzeugen. In zukünftigen Ex-
perimenten können dann Kollisionen zwischen den beiden Solitonen untersucht werden.
Hierzu wurde im Rahmen der Arbeit ein Vorschlag ausgearbeitet, der vorsieht, die So-
litonen mittels des zweiten neu aufgebauten optischen Potentials aufeinander zuzube-
schleunigen. Es wurden experimentell sinnvolle Parameter ermittelt und mit diesen der
Vorschlag durch numerische Simulationen unterstützt.

Weitere Projekte, die sich mit der vorliegenden, sehr vielseitigen Apparatur und
den bereitgestellten neuen optischen Potentialen ohne größere Modifikationen umset-
zen lassen könnten, umfassen die experimentelle Realisierung einer Josephson-Junction
und Experimente zur Eindimensionalität. Durch die Verwendung des makroskopischen
effektiven Doppelmuldenpotentials in dem Wellenleiter in Verbindung mit dem auf mak-
roskopischer Skala kohärenten Bose-Einstein-Kondensat könnte die Dynamik an einer
Josephson-Junction dabei direkt im Ortsraum beobachtet werden. Durch Retroreflektion
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auch des zweiten neuen Laserstrahls in sich selbst kann ein zweidimensionales optisches
Gitter erzeugt werden, dessen longitudinale Achse parallel zum Wellenleiter verläuft.
Damit sind Experimente im tief eindimensionalen Regime möglich und als Fernziel ist
sogar die Realisierung eines Tonks-Gases denkbar.
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Kapitel 6 Zusammenfassung und Ausblick
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A Anhang

Spektroskopische Daten von 87Rb

In der folgenden Tabelle sind einige wichtige Daten des 87Rb-Isotopes zusammengestellt.
Wenn nicht anders angegeben, gelten die Daten für den D2-Übergang.

Größe Symbol Wert

Natürliche Isotopenhäufigkeit 27.73%

Kernspin I 3/2

Masse m 1.44 · 10−25 kg

Vakuumwellenlänge D1-Übergang λ1 794.98 nm

Vakuumwellenlänge D2-Übergang λ2 780.24 nm

Wellenzahl k2 8.05 · 106 m−1

Photonen-Rückstoßgeschwindigkeit vr,2 5.89 mm/s

Photonen-Rückstoßenergie Er,2 2.50 · 10−30 J

Sättigungsintensität (σ+-polarisiertes Licht,
Übergang |F =2, mF =2〉 → |F ′=3, m′

F =3〉) Isat 1.58 mW/cm2

Linienbreite Γ 2π × 5.76MHz

s-Wellen-Streulänge a 5.77 nm

Bemerkung: Die Sättigungsintensität Isat ist für den betrachteten Übergang so definiert,
dass sich ein Atom mit der Wahrscheinlichkeit 1/4 im angeregten Zustand befindet, wenn
der Übergang mit I = Isat auf Resonanz getrieben wird.
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Società Italiana di Fisica.

[41] F. Dalfovo and Pitaevskii L.P. Stringari S. Giorgini, S. Theory of Bose-Einstein
condensation in trapped gases. Review of modern Physics, 71(3):463–512, April
1999.

[42] E.P. Gross. Structure of a quantized vortex in boson systems. Nuovo Cimento,
20:454, 1961.

81



Literaturverzeichnis

[43] E.P. Gross. Hydrodynamics of a superfluid condensate. J. Math. Phys., 4:195, 1963.

[44] L.P. Pitaevskii. Vortex lines in an imperfect Bose gas. Sov. Phys. JETP, 13:451,
1961.

[45] M. Edwards and K. Burnett. Numerical solution of the nonlinear Schrödinger equa-
tion for small samples of trapped neutral atoms. Physical Review A, 51(2):1382,
February 1995.

[46] F. Dalfovo and S. Stringari. Bosons in anisotropic traps: Ground state and vortices.
Physical Review A, 53(4):2477, April 1996.

[47] M. Edwards, R.J. Dodd, C.W. Clark, P.A. Ruprecht, and K. Burnett. Properties of
a Bose-Einstein condensate in an anisotropic harmonic potential. Physical Review
A, 53(4):R1950, April 1996.

[48] G. Baym and C.J. Pethick. Ground state properties of magnetically trapped Bose-
condensed rubidium gas. Physical Review Letters, 76(1):6–9, January 1996.

[49] H.M.J.M. Boesten, C.C. Tsai, J.R. Gardner, D.J. Heinzen, and B.J. Verhaar. Ob-
servation of a shape resonance in the collision of two cold 87Rb atoms. Physical
Review A, 55:636, 1997.

[50] M.J. Steel and W. Zhang. Bloch function description of a Bose-Einstein condensate
in a finite optical lattice. cond-mat/9810284, 1998.

[51] K.M. Hilligsøe. Bright atomic solitons in Bose-Einstein condensates. Master’s thesis,
University of Aarhus, Universität Konstanz, 2001.

[52] A. Hasegawa. Optical Solitons in Fibers. Springer-Verlag, Berlin, second edition,
1990.

[53] B.J. Eggleton and R.E. Slusher. Bragg grating soliton. Physical Review Letters,
76(10):1627–30, March 1996.

[54] J.W. Fleischer, M. Segev, N.K. Efremidis, and D.N. Christodoulides. Observation
of two-dimensional discrete solitons in optically induced nonlinear photonic lattices.
Nature, 422:147, 2003.

[55] O. Zobay, S. Pötting, P. Meystre, and E.M. Wright. Creation of gap solitons in
Bose-Einstein condensates. Physical Review A, 59(1):643, 1999.

[56] M. Remoissenet, editor. Waves Called Solitons. Springer Verlag, Berlin, 1994.

[57] F. Schwabl. Quantenmechanik. Springer, Berlin, 5th edition, 1998.

[58] K. Dieckmann, R.J.C. Spreeuw, M. Weidemüller, and J.T.M Walraven. Two-
dimensional magneto-optical trap as a source of slow atoms. Physical Review A,
58(5):3891–95, November 1998.

[59] W.H. Wing. On neutral particle trapping in quasistatic electromagnetic fields. Prog.
Quantum. Elec., 8:181, 1984.

82



Literaturverzeichnis

[60] E. Majorana. Nuovo Cimento, 9:43, 1932.

[61] J. Schwinger. Physical Review Letters, 51:648, 1937.

[62] D.E. Pritchard. Cooling atoms in a magnetic trap for precission spectroscopy.
Physical Review Letters, 51:1336, 1983.

[63] J.R. Ensher. The First Experiments with Bose-Einstein Condensation of 87Rb. PhD
thesis, University of Colorado at Boulder, 1998.

[64] C. Cohen-Tannoudji, J. Dupont-Roc, and G. Grynberg. Atom-Photon Interactions.
Wiley-Interscience, New York, 1992.

[65] H.J. Metcalf and P. van der Straten. Laser Cooling and Trapping. Springer Verlag,
1999, 1999.

[66] B.E.A. Saleh and M.C. Teich. Fundamentals of Photonics. Wiley, New York, 1991.

[67] M. Kozuma, L. Deng, E.W. Hagley, J. Wen, R. Lutwak, K. Helmerson, S.L. Rol-
ston, and W.D. Phillips. Coherent splitting of Bose-Einstein condensed atoms with
optically induced bragg diffraction. Physical Review Letters, 82(5):871–75, February
1999.

[68] O. Morsch, J.H. Müller, M. Cristiani, and E. Arimondo. Coherent acceleration and
landau-zener tunneling of Bose-Einstein condensates in 1-d optical lattices. cond-
mat/0103466, April 2001.

[69] P.L. Gould, G.A. Ruff, and D.E. Pritchard. Diffraction of atoms by light: The
near-resonant Kapitza-Dirac effect. Physical Review Letters, 56(8):827, 1986.

[70] M. Greiner, I. Bloch, O. Mandel, T.W. Hänsch, and T. Esslinger. Exploring phase
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