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Titelbild: Dreidimensionale Phasenbahn einer periodischen, erzwungenen Schwingung. Erkl�arung

siehe Abschnitt 4.5.
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4 2 FUNKTIONSWEISE DES PENDELS

1 Einleitung

In dieser Arbeit wird ein mechanischer Oszillator vorgestellt, der dazu geeignet ist,

die Schwingungsgleichung bis zum chaotischen Grenzfall zu demonstrieren. Es handelt

sich hierbei um eine Weiterentwicklung des Oszillators, welcher von Herrn M.�Ohmig im

Rahmen der Wissenschaftlichen Arbeit [1] gebaut wurde. Die Hauptaufgabenstellung

von Herrn �Ohmig bestand in der technischen Realisierung eines physikalischen Pendels,

auf das unabh�angig von der jeweiligen Pendelposition ein sinusf�ormiges Drehmoment

�ubertragen werden kann.

Die einzelnen Komponenten des Pendels erforderten noch umfangreiche Abstim-

mungen. So ist das System in einem ersten Schritt optimiert worden. Dazu waren so-

wohl �Anderungen am mechanischen Aufbau, als auch eine grundlegende �Uberarbeitung

der Steuerung durch den Computer notwendig. Die Funktionsweise der modi�zierten

Hardware und deren Ansteuerung ist Thema von Kapitel 2.

Zudem ist eine Software erstellt worden, die eine Bedienung des Pendels von einer

gra�schen Benutzerober�ache aus erm�oglicht und die �uber verschiedene M�oglichkeiten

der Datenaufnahme und der gra�schen Darstellung von Me�ergebnissen verf�ugt. Eine

Anleitung zur Bedienung der Programme be�ndet sich in Kapitel 3, die zugeh�origen

Quelltexte stehen auszugsweise im Anhang unter A.1.1.

Kapitel 4 enth�alt eine ph�anomenologische Diskussion der Schwingungsgleichung

anhand von Gra�ken, die mit Hilfe des Oszillators aufgenommen wurden. In Kapitel 5

folgt eine kritische Betrachtung der Ergebnisse mit einem Ausblick auf die m�ogliche

Weiterentwicklung des Oszillators.

2 Funktionsweise des Pendels

Der Oszillator besteht aus einem schwingf�ahigen Pendelk�orper, einem Schrittmotor,

einer Drehfeder, einem Drehgeber und einem elektronischen Interface. Dieses enth�alt

neben den Spannungsversorgungen f�ur Schrittmotor und Schrittmotortreiberplatine die

Schnittstelle f�ur den Computer, auf dem eine Software zum Auslesen der Pendelposi-

tion, Regeln der Schrittmotorposition und Ausgabe der gew�unschten Daten implemen-

tiert ist.

Der Pendelk�orper ist �uber eine horizontale Achse mit dem Drehgeber verbunden,

dessen Position vom Computer ausgelesen werden kann. Der Drehgeber gibt dabei
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Abbildung 1: Aufbau des mechanischen Oszillators. Durch den Zeiger wird die Stellung der

Motorachse sichtbar.
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einen Wert aus, den die Software in den Winkel ' zwischen Nullage und der momen-

tanen Stellung des Pendels umrechnet, vergleiche Abbildung 2. Der Pendelk�orper ist

au�erdem mit einer Drehfeder verbunden, deren relative Lage zur Pendelachse vom

Schrittmotor gesteuert wird. Die Motorposition kann nicht ausgelesen werden, sondern

errechnet sich aus dem Vorwert durch Addition bzw. Subtraktion des Schrittwinkels.

Diese Anordnung erlaubt es, beliebige Drehmomente T � auf den Pendelk�orper zu

�ubertragen, wobei T � sowohl von den beiden direkten Me�gr�o�en Pendelposition ' und

der Zeit t abh�angen kann, als auch von Rechengr�o�en wie der Pendelgeschwindigkeit

_'1. Bei bekanntem Richtmoment Do der Drehfeder wird der Motor gerade so geregelt,

da� der Winkel  zwischen Pendel- und Motorachse Gleichung 1 erf�ullt.

 ('; _'; t) = �

T
� ('; _'; t)

Do
(1)

Dazu wird in bestimmten Zeitintervallen die Position des Pendels ' ausgelesen, _'

berechnet und der Winkel ~ ('; _'; t) relativ zur Motorachse bestimmt. Ist die Ab-

weichung vom geforderten Wert  ('; _'; t) aus Gleichung 1 gr�o�er als ein durch das

Au�osungsverm�ogen des Schrittmotors gegebener Toleranzbereich, wird die Stellung

der Motorachse korrigiert.

1Es gilt _a := da

dt
.
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Abbildung 2: De�nition des Koordinatensystems. Die z-Achse verl�auft parallel zur Dreh-

achse und zeigt aus der Papierebenen heraus. Der Drehgeber be�ndet sich bei dieser Darstel-

lung auf der negativen, die Drehfeder und der Schrittmotor auf der positiven z-Achse.

2.1 Mechanischer Aufbau

Der Pendelk�orper besteht aus einem 20 cm langen zylinderf�ormigen Aluminiumstab mit

12mm Durchmesser. Er ist im Abstand von 5 cm vom oberen Ende aus drehbar auf

einer horizontalen Achse gelagert. Am unteren Ende kann ein Gewichteteller mit maxi-

mal sechs Edelstahlscheiben aufgeschraubt werden. Somit nimmt das Tr�agheitsmoment

� die in Tabelle 1 aufgelisteten Werte an. � berechnet sich nach dem Steinerschen Satz

als Summe aus dem Tr�agheitsmoment �0 bez�uglich der zur Schwingungsachse paral-

lelen Achse durch den Schwerpunkt und dem Tr�agheitsmoment der im Schwerpunkt

vereinigten Gesamtmasse m bez�uglich der urspr�unglichen Achse ([3]).

� = �0 +mr
2 (2)

r ist der Abstand zwischen Drehachse und Schwerpunkt. Bei den Werten in Tabelle 1

sind zus�atzlich die Tr�agheitsmomente der horizontalen Verbindungsachse und der La-

gerscheiben ber�ucksichtigt. Durch den Einu� der Drehfeder und deren Befestigungs-

teile kann sich der Wert des Tr�agheitsmoments um maximal 3% erh�ohen. Diese Unsi-

cherheit dominiert die �ubrigen Me�ungenauigkeiten.

Nach dem Drehimpulssatz f�ur Vielteilchensysteme verh�alt sich ein physikalisches

Pendel so, als sei die gesamte Masse m im Abstand r des Schwerpunktes von der

Drehachse vereint, vergleiche Abbildung 2. F�ur das maximal r�ucktreibende Moment
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m[g] r[cm] �[gm2] Tr;max[mNm]

Pendelstab 69,0 3,9 0,36 26,4

mit 1 Scheibe 110,9 8,15 1,56 88,6

mit 2 Scheiben 146,4 10,1 2,30 145,0

mit 3 Scheiben 181,8 11,2 3,28 199,7

mit 4 Scheiben 217,3 12,2 4,33 260,0

mit 5 Scheiben 252,7 13,0 5,42 322,2

mit 6 Scheiben 288,2 13,5 6,61 381,5

Tabelle 1: Konstanten des Pendel�orpers: Gesamtmassem, Abstand Drehachse - Schwer-

punkt r, Tr�agheitsmoment � und maximal r�ucktreibendes Moment Tr;max. Maximaler Feh-

ler 3%.

folgt Gleichung 3, g ist die Fallbeschleunigung der Erde.

Tr;max = m � g � r (3)

F�ur allgemeine Winkel ' zwischen Nullage und Momentanposition des Pendels gilt

Gleichung 4.

Tr (') = �Tr;max � sin (') (4)

Zur Bestimmung der Charakteristik der Drehfeder wurde der Winkel  zwischen

Pendel- und Motorachse gemessen, der erforderlich ist, um das Pendel in der Lage '

zu halten. Das Drehmoment folgt dann aus Tabelle 1 und Gleichung 4. Bei positi-

ven Winkeln ist das Richtmoment systemmatisch gr�o�er als bei negativen, vergleiche

Abbildung 3. Die Software korrigiert diese Abweichung vom Hookschen Gesetz auf

D
o = 0; 251 Nm

rad
� 5%.

Ein Schrittmotor ist ein Elektromotor, dessen Achse nur diskrete Positionen an-

nehmen kann. Das Au�osungsverm�ogen des verwendeten Schrittmotors betr�agt 400

Schritte pro Umdrehung, das entspricht 0; 9o bzw. 0,005�. Nach Herstellerangaben ist

die Genauigkeit der Achsstellung 5% und das maximale Haltemoment 0,494Nm. Im

Belastungstest werden jedoch nur 380Nm � 5% gemessen.

Der Drehgeber teilt eine volle Umdrehung in 8192 Schritte, das Au�osungsverm�ogen

ist demnach mit 0,00024� etwa zwanzigmal gr�o�er als beim Schrittmotor, was beim

Vergleich der beiden Werte zu beachten ist.
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Abbildung 3: Charakteristik der Drehfeder mit Regressionsgeraden. Die unterschiedlichen

Steigungen f�ur positive und negative Winkel sind bei dieser Darstellung kaum erkennbar.
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Abbildung 4: Schaltplan der Schnittstelle (aus [1]). Der Stecker S1 ist mit dem Computer

verbunden, S2 mit der Schrittmotortreiberplatine. An S3 wird der Drehgeber ausgelesen und

�uber S4 werden die Befehle der Schrittmotortreiberplatine an die Motorspulen weitergeleitet.

2.2 Elektronische Schnittstelle

Die Elektronik zur �Ubermittelung der Daten zwischen Computer, Schrittmotor und

Drehgeber be�ndet sich in einem Interface, dessen Schaltung ist in Abbildung 4 gezeigt.

Der Stecker S1 ist �uber ein spezielles Kabel mit der digitalen I/O-Karte DIO-242

des Computers verbunden, welche �uber die drei 8Bit-Ports JA, JB und JC verf�ugt.

JA ist als Ausgabeport f�ur den Computer de�niert, JB und JC als Eingabeport. JC

wird allerdings nicht ben�otigt. In Tabelle 2 sind die Ports und Pinnummern der Signale

zur Hardwareansteuerung aufgelistet. Logisch 1 bedeutet, da� an dem entsprechenden

Pin eine Spannung von 5V anliegt, bei logisch 0 liegt keine Spannung an (TTL-Logik).

Vergleichspotential ist Ground auf Pin 49. Der Zugri� auf die Ports erfolgt byteweise.

Eine Ver�anderung der Belegung einzelner Pins wird durch die Verkn�upfung der Signale

mit logischen Operatoren erreicht.

Der Drehgeber gibt die Position seiner Achse seriell auf Port JB �uber die Datenlei-

tungen DG DATAM und DG DATABM aus. Dazu werden dreizehn Taktimpulse �uber

DG TAKTM und DG TAKTBM an JA angelegt. Die Karte erlaubt die Drehgeberaus-

lese in etwa 50�s. Nach fr�uhestens 20�s ist eine Positionsabfrage erneut m�oglich.

2DAQCardTM -DIO-24, National Instruments
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Signal Dualdarstellung Eigenschaft Port Pinnummer

DG DATABM 00000010 inverser Datenpuls JB 29

DG DATAM 00000001 Datenpuls JB 31

M PRESETM 10000000 Inbetriebnahme des Motors JA 33

M DIRECTM 01000000 Drehrichtung JA 35

M CLOCKM 00100000 Schrittpuls JA 37

M STEPM 00010000 Voll-nHalbschrittmodus JA 39

DG TAKTBM 00000010 inverser Taktpuls JA 45

DG TAKTM 00000001 Taktpuls JA 47

Tabelle 2: Eigenschaft, Port und Pinnummer der Signale an Stecker S1.

Das Ansteuern des Motors erfolgt �uberM PRESETM,M DIRECTM,M CLOCKM

undM STEPM. Bei jeder negativen Flanke vonM CLOCKM dreht sich die Motorachse

um einen Schritt in die eingestellte Richtung im eingestellten Modus. Die eintre�enden

Pulse werden vom Treiberbaustein 7407N verst�arkt und von der Schrittmotortreiber-

platine in Befehle f�ur die Spulen des Motors umgewandelt.

2.3 Regelkreis

"
Als Regelung wird jeder Vorgang in einem abgegrenzten System bezeichnet, bei dem

eine oder mehrere physikalische, technische (insbesondere verfahrenstechnische) oder

andere Gr�o�en, die Regelgr�o�en x, fortlaufend von einer Me�einrichtung erfa�t und

durch Vergleich ihrer jeweiligen Augenblickswerte, den Ist-Werten xi, mit den vorge-

gebenen Soll-Werten xs bestimmter vorgegebener F�uhrungsgr�o�en w auf diese Werte

gebracht (im Sinne einer Angleichung) und dann auf ihnen gehalten werden. Im Ge-

gensatz zur Steuerung von Gr�o�en bzw. Vorg�angen wird bei einer Regelung das Ergebnis

der Verstellung ihrer Gr�o�en durch fortw�ahrende Messung kontrolliert und, wenn er-

forderlich, korrigiert.\([2])

Sollen Drehmomente T � ('; _'; t) auf das Pendel �ubertragen werden, ist die Re-

gelgr�o�e der Winkel ~ zwischen Pendel- und Motorposition. Die F�uhrungsgr�o�e  ist

durch Gleichung 1 gegeben. Abbildung 5 b zeigt die Orientierung von  . Die Regelab-

weichung y(t) ist die Di�erenz aus den momentanen Soll- und Ist-Werten.

y(t) =  ('; _'; t)� ~ ('; _'; t) (5)
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Abbildung 5: a) De�nition des Winkels ' zwischen Nullage und Momentanposition des

Pendels b) Orientierung des Winkels  zwischen Pendel- und Motorachse

Die Durchlaufgeschwindigkeit k der Regelschleife ist eine Funktion von y(t). Diese wird

vom Benutzer durch die Wahl der Regelparameter festgelegt.

2.3.1 Regelparameter

Die zeitliche Steuerung der Regelschleife erfolgt �uber die Regelparameter minimale

Durchlaufgeschwindigkeit kmin und Steigung m, vergleiche Abbildung 6. Die Regelge-

schwindigkeit k ist im Bereich von 100Hz � k � 1300Hz durch den Betrag der

Regelabweichung de�niert.

k = m � (jyj � 0; 005)� + kmin (6)

F�urm k�onnen Werte von Null bis 200kHz

�
gew�ahlt werden, der Wertebereich von kmin ist

100Hz bis 1300Hz. Ist m = 0, wird die Regelschleife in �aquidistanten Zeitintervallen

durchlaufen. Andernfalls geht die Regelgeschwindigkeit in einem bestimmten Bereich

linear mit der Regelabweichung.

Jede Regelabweichung �ubertr�agt nach Gleichung 1 ein Drehmoment, das die Pendel-

bewegung beeinu�t, vergleiche Abbildung 7. Je schneller die Regelschleife durchlaufen

wird, desto schneller werden Regelabweichungen erkannt und behoben.

� Je gr�o�er kmin undm, desto weniger beeinu�t die Regelung die Pendelbewegung.

Bei Soll-Werten, die explizit von der Pendelgeschwindigkeit _' abh�angen, gibt es bei

gro�en Werten von kmin allerdings ein Digitalisierungsproblem. Da _' diskret durch
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Abbildung 6: Parameter des Regelkreises. Der Toleranzbereich von 0; 005� ist ebenso wie

die maximale Regelgeschwindigkeit von 1300Hz durch den Schrittmotor begrenzt.

den Vergleich zweier aufeinanderfolgender Pendelpositionen berechnet wird, ist die Ge-

nauigkeit der Geschwindigkeitsmessung durch das Au�osungsverm�ogen des Drehgebers

begrenzt (�DG = 2�
8192

). Die kleinste me�bare Winkelgeschwindigkeit _'step ist propor-

tional zu �DG.

_'step = �DG � kmin (7)

Bei kleinen Werten von kmin ist die Au�osung der Geschwindigkeitsmessung gr�o�er.

Die Geschwindigkeits-Zeit-Kurve und der Soll-Wert werden somit glatter.

� Je gr�o�er die _'-Abh�angigkeit des Soll-Wertes, desto kleiner sollten kmin und m

gew�ahlt werden.

Der Einu� der Regelung auf die Pendelbewegung entspricht in guter N�aherung einem

Stokesschen Reibungsterm, der f�ur gegebene Regelparameter gemessen werden kann.

Dies erfolgt in Abschnitt 4.1. In den meisten F�allen ist es vorteilhaft, niedrige Werte f�ur

kmin und m zu verwenden und den zus�atzlichen Reibungsterm �uber eine entsprechende

Wahl des Soll-Wertes auszugleichen.

Als dritter Regelparameter kann optional eine maximale Motorbeschleunigung G

im Bereich von 1000Motorschritten/s2 bis 1,69 �106Motorschritten/s2 aktiviert wer-

den. Au�erhalb des Toleranzbereiches entspricht die Regelgeschwindigkeit gerade der
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Abbildung 7: Messung der Pendelposition ' und des Winkels ~ zwischen Pendel- und

Motorachse beim Sollwert  = 0. In a) wurde der Motor abmontiert, bei b) beeinu�t die

Regelabweichung die Schwingung.

Motorgeschwindigkeit. Beim �Ubergang der Regelgeschwindigkeit kv zu k, erf�ahrt die

Motorachse dem Betrage nach die Winkelbeschleunigung _!mot.

_!mot =
j kv � k j

1
kv

(8)

Diese ist einem Drehmoment Tmot proportional, das zus�atzlich zu T
� ('; _'; t) auf die

Motorachse wirkt. Wird das maximale Haltemoment des Schrittmotors �uberschritten,

rutscht die Motorachse durch. Dies kann kurzfristig durch eine Beschleunigungsbe-

grenzung verhindert werden. Bei maximal zul�assiger Beschleunigung G ergibt sich der

Maximalwert f�ur k nach Gleichung 9.

k =
G

kv

+ kv bzw. k = kv �
G

kv

(9)

Die Beschleunigungsbegrenzung mu� nur dann aktiviert werden, wenn das System

durch die Wahl des Soll-Wertes und die Anzahl der aufgelegten Gewichtscheiben an

seine Grenzen st�o�t. Der Einu� auf die Regelung ist �au�erst komplex. Statt die Be-

schleunigungsbegrenzung zu aktivieren ist es in der Regel sinnvoller, die Anzahl der

Gewichtscheiben zu reduzieren.
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Abbildung 8: Oszillatorbild der Regelschleife

2.3.2 Realisierung als Computerprogramm

In Abbildung 8 ist der zeitliche Ablauf der Regelschleife als Oszillatorbild dargestellt.

A Bestimmung der Zeit t mit dem Taktgeber des Computerprozessors. Bei Beginn der

Regelschleife ist t = 0.

B Auslesen des Drehgebers und Berechnen der Pendelposition. Die Drehgeberauslese

darf nicht durch betriebssysteminterne Interrupts unterbrochen werden, verglei-

che PunktF .

C Ist der Betrag der im vorangegangenen Schleifendurchlauf gemessenen Regelabwei-

chung gr�o�er als der Toleranzbereich, wird eine fallende Flanke auf M CLOCKM

erzeugt und damit der Motor um einen Schritt in die auf M DIRECTM einge-

stellte Richtung bewegt. Im ersten Durchlauf ist die Regelabweichung Null.

D Berechnen der Pendelgeschwindigkeit _' und der gew�unschten Daten aus den beiden

direkten Me�gr�o�en Pendelposition ' und Zeit t.

E Aufnahme der Werte in den Arbeitsspeicher.

F Aktualisierung der Benutzerober�ache. Jede Zehntelsekunde werden die anstehen-

den Prozesse f�ur maximal eine Millisekunde abgearbeitet, angefangene Prozesse

k�onnen nicht unterbrochen werden. Nur in dieser Zeit sind betriebssysteminterne

Interrupts zugelassen, w�ahrend der Windows '98 den Status der Tastatur und der

Maus abfragt und den Bilschirm aktualisiert.
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Abbildung 9: Me�ergebnis der Regelcharakteristik bei kmin = 100 und m = 200 kHz

�
. Die

Ausrei�er sind auf Aktualisierungsprozesse zur�uckzuf�uhren.

G Berechnen der neuen Regelabweichung.

H Je nach Vorzeichen der Regelabweichung wird die Richtung der n�achsten Motor-

bewegung mit dem Signal M DIRECTM eingestellt und die neue Motorposition

berechnet.

I Je nach Gr�o�e des Betrages der Regelabweichung und Wahl der Regelparameter wird

die Restwartzeit dynamisch bestimmt und eine entsprechende Warteschleife ge-

startet. Die Zeit pro Schleifendurchlauf ist gerade der Kehrwert aus Gleichung 6,

vergleiche Abbildung 9.

3 Bedienung der Software

Zur Demonstration der Schwingungsgleichung stehen drei Programme zur Verf�ugung.

Die Quelltexte mit erl�auternden Kommentaren zur Programmierung be�nden sich im

Anhang unter A.1.1. Die Anwendungsgebiete sind folgenderma�en aufgeteilt:

pendeldemo: Allgemeine Demonstrationen

resonanz: Demonstration des Resonanzverhaltens

chaos: Demonstration des chaotischen Verhaltens
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Vor dem Einschalten der Spannungsversorgung wird die Motorachse so gedreht, da�

die Drehfeder in der Ruhelage des Pendels m�oglichst entspannt ist. Bei Programm-

start wird diese Lage als Nullage des Pendels und des Motors gespeichert. Die oberen

drei bzw. zwei Schieberegler der Benutzerober�achen repr�asentieren die in 2.3.1 disku-

tierten Regelparameter m, kmin und G. Nach Beendigung einer Messung erscheinen je

nach Programm ein oder mehrere Gra�kfenster. Alle aufgenommenen Me�daten werden

au�erdem tabellarisch in das Verzeichnis .nmesswerte als Daten�le gespeichert und

k�onnen so mit einem Gra�kprogramm weitergehend bearbeitet werden. Zur Steuerung

des Programmablaufs dienen die Kn�opfe:

Start Startet einen Regelkreis mit den gew�ahlten Parametern, die Systemzeit wird

zu Beginn auf Null gesetzt. Eine Ver�anderung s�amtlicher Schiebereglerwerte ist

weiterhin m�oglich.

Stop Stoppt die Regelschleife. Die Motorachse ist in der momentanen Position �xiert.

Je nach Programm erscheinen ein oder mehrere Gra�kfenster.

Pendel auf Null fahren Das Pendel wird in die Position gefahren, die bei Programm-

start als Nullage gespeichert wurde. Anschlie�end wird die Motorposition Null

gesetzt. So wird gew�ahrleistet, da� nach einem eventuellen Durchrutschen der

Motorachse deren richtige Position wieder bekannt ist. Diese Taste kann auch di-

rekt zur Beendigung der Regelschleife verwendet werden. W�ahrend die Funktion

l�auft, werden andere Befehle ignoriert.

Gra�k l�oschen Die Kurven aller Plotfenster werden gel�oscht. Wird diese Funktion

nicht aufgerufen, �uberlagern sich die Kurven bei einer neuen Messung.

Schlie�en Alle Plotfenster und das Hauptfenster werden geschlossen, das Programm

ist beendet. Die Fixierung der Motorachse wird durch Ausschalten der Span-

nungsversorgung aufgehoben.

3.1 Das Programm pendeldemo

Nach dem Starten von
"
pendeldemo\ erscheint die in Abbildung 10 gezeigte Benutzer-

ober�ache. Wird das Kontrollk�astchen
"
Aufnahme von Me�werten\ aktiviert, erscheint

nach Bet�atigung der Stop-Taste oder, wenn die angegebene Anzahl der Me�werte er-

reicht wurde, ein Weg-Zeit-Diagramm �ahnlich Abbildung 11 a. Weitere Diagramme zu
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Abbildung 10: Benutzerober�ache von
"
pendeldemo\.

demselben Versuch erh�alt man �uber die entsprechenden Kn�opfe des umrandeten Feldes

"
Plotfenster �o�nen\, vergleiche Abbildung 11 a bis e. Der eingestellte Wert der Anzahl

der Me�werte wird beim Starten der Regelschleife gespeichert und kann nachtr�aglich

nur erniedrigt werden.
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Abbildung 11: Gra�kfenster und Plots der zus�atzlich auf Festplatte gespeicherten Daten

von
"
pendeldemo\, hier eine sinusf�ormigen Anregung in der Einschwingphase. Bei der auf

Festplatte gespeicherten Geschwindigkeit in g wird aus jeweils f�unf Werten von b der Mittel-

wert gebildet, dadurch wird die Kurve glatter. Die externe Phase in h wird in Abschnitt 4.5

de�niert.
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Daten�le x-Wert, y-Wert, z-Wert der Me�punkte gra�sche Darstellung

weg zeit.dat Zeit, Pendelposition, ; Abbildung 11 a

phasenraum.dat Pendelposition, Pendelgeschwindigkeit, ; Abbildung 11 c

motorpos zeit.dat Zeit, Motorposition, ; Abbildung 11 d

winkel.dat Zeit, ~ , ; Abbildung 11 e

amplitude.dat Zeit, Amplitude, ; Abbildung 11 f

geschw zeit.dat Zeit, Pendelgeschwindigkeit, ; Abbildung 11 g

pos winkel.dat Zeit, Pendelposition & ~ , ; Abbildung 7

mspeed.dat Regelabweichung, Regelgeschwindigkeit, ; Abbildung 9 a

wartezeit.dat Regelabweichung, Zeit pro Regeldurchlauf, ; Abbildung 9 b

3D.dat �, Pendelposition, Pendelgeschwindigkeit Abbildung 11h

Tabelle 3: Verzeichnisse der gespeicherten Me�punkte von
"
pendeldemo\. Die externe Phase

� wird in Abschnitt 4.5 de�niert.

3.2 Das Programm resonanz

Zur Untersuchung des Resonanzverhaltens wird ein sinusf�ormiges Drehmoment auf das

Pendel �ubertragen.

T (t) = T
�

0 � sin (!t) (10)

Die Kreisfrequenz ! durchl�auft schrittweise einen vorgegebenen Wertebereich. Start-

und Stopfrequenz werden ebenso wie der Wert der Erh�ohung von 0; 1Hz bis 1Hz �uber

einen Schieberegler eingestellt. Der aktuelle Wert der Anregungsfrequenz wird jeweils

vom vorletzten Schieberegler angenommen.

Das Programm mi�t nach dem Einschwingvorgang zu jedem Wert von ! die Am-

plitude des Pendels sowie die Phasenverschiebung zwischen anregendem Moment und

Auslenkung. Die Erh�ohung der Frequenz erfolgt nach der Zeit tstep (!), die Me�werte

werden jeweils in der letzten Anregungsperiode vor der Frequenzerh�ohung aufgenom-

men.

tstep (!) = C � ceil (!) �
2�

!
(11)

Die Funktion ceil(!) ordnet jedem ! den kleinsten ganzzahligen Wert zu, der nicht

kleiner ist als !. Die Konstante C ist der Wert des K�astchens
"
Dauer des Einschwing-

vorgangs\. F�ur C = 1 folgt t (!) � 10 s, bei C = 4 wird die Frequenz etwa alle 30

Sekunden erh�oht. Ein m�ogliches Ergebnis zeigt Abbildung 13.
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Abbildung 12: Benutzerober�ache von
"
resonanz\.

Abbildung 13: Gra�kfenster von
"
resonanz\. Im Bereich zwischen 6Hz und 7Hz betrug

die Frequenzerh�ohung 0,2Hz, ansonsten 0,5Hz. Die zugeh�origen Tabellen �nden sich in

.nresonanz.dat bzw. .nphase.dat.
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Abbildung 14: Benutzerober�ache von
"
chaos\.

3.3 Das Programm chaos

Zur Untersuchung des chaotischen Verhaltens des Pendels wird ein sinusf�ormiges Dreh-

moment analog Gleichung 10 �ubertragen. Das Programm gibt sogenannte Poincar�eplots

aus. Bei dieser Form der Darstellung wird in �aquidistanten Zeitintervallen �t = 2�
!
je

ein Me�punkt im Phasenraum aufgenommen, vergleiche Abbildung 15. Die Aufnahme

des ersten Me�punktes erfolgt nach Beendigung des Einschwingvorganges, der hier in

Perioden anzugeben ist, und nachdem das anregende Moment die im letzten Schiebe-

regler eingestellte Phase durchlaufen hat. Die Tabelle der aufgenommenen Daten wird

in .nchaos.dat gespeichert.

3.4 Das Programm motorpr�ufstand

Beim Bet�atigen des Startknopfes dreht sich der Motor mit der angegebenen Geschwin-

digkeit um die angegebene Schrittzahl. Die Richtung kann durch aktivieren bzw. de-

aktivieren des entsprechenden Kontrollk�astchens variiert werden. Der zul�assigen Ma-

ximalwert der Motorbeschleunigung wird �uber den zweiten Schieberegler eingestellt,

vergleiche Abbildung 16.
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Abbildung 15: Poincar�eplot mit 1000 Me�punkten.

Abbildung 16: Benutzerober�ache von motorpr�ufstand
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4 Demonstration der Schwingungsgleichung

Nach dem Drehimpulssatz entspricht
"
die zeitliche �Anderung des Gesamtdrehimpulses

. . . der Summe der �au�eren Drehmomente\ ([3]). Bei der z-Komponente (vergleiche

Abbildung 2) gilt dieser Zusammenhang f�ur die Betr�age.

� �' =
nX
i=1

T
(ex)
n

(12)

Die �au�eren Drehmomente T (ex)
n

setzen sich zusammen aus dem durch die Drehfe-

der �ubertragenen Moment T � ('; _'; t) (vergleiche Gleichung 1), dem r�ucktreibenden

Drehmoment Tr (') (vergleiche Gleichung 4) und Reibungstermen. Diese bestehen

haupts�achlich aus einem geschwindigkeitsproportionalen3 und einem konstanten4 An-

teil.

� �' = T
� ('; _'; t)� Tr;max � sin (')� b _'� sgn( _')c (13)

F�ur _' 6= 0 ist sgn( _') der Quotient _'

j _'j
, f�ur _' = 0 gilt sgn( _') = 0.

Die Schieberegler der gra�schen Benutzerober�ache de�nieren T
� ('; _'; t) in der

Form von Gleichung 14.

T
� ('; _'; t) = T

�

0 � sin (!t) + T
�

r;max
� sin (') + b

� _'+ sgn( _')c� (14)

Die allgemeine Bewegungsgleichung f�ur das Pendel ist somit Gleichung 15.

� �' =
�
T
�

r;max
� Tr;max

�
� sin (') + T

�

0 � sin (!t) + (b� � b) _'+ sgn( _') (c� � c) (15)

Alle Parameter der Schwingungsgleichung k�onnen �uber Schieberegler k�unstlich vergr�os-

sert oder verkleinert werden. Die Wirbelstrombremse, die in [1] dazu gedacht war, die

Stokesschen Reibungsterme zu verst�arken, wurde abgebaut.

3Luftwiderstand ! Stokesreibung
4Rollreibung in den Lagern, Innenwiderstand des Drehgebers ! Coulombreibung
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Abbildung 17: Pendelschwingung mit unterschiedlichen Reibungsarten: a) Reine Coulomb-

reibung, die Einh�ullende ist eine Gerade. b) Reine Stokesreibung, die Einh�ullende ist eine

Exponentialfunktion.

4.1 Diskussion der Reibungsterme

Unter der Annahme ' �
�

2
(Kleinwinkeln�aherung) und T

�

0 = 0 (kein anregendes

Moment) vereinfacht sich die allgemeine Bewegungsgleichung 15 zu Gleichung 16.

� �' = �Tr;max � '+ (b� � b) _'+ sgn( _') (c� � c) (16)

Die Pendelschwingung ist wesentlich durch die Art der vorherrschenden Reibungsterme

charakterisiert, vergleiche Abbildung 17. Bei reiner Stokesreibung ist die Einh�ullende

eine Exponentialfunktion, bei reiner Coulombreibung eine Gerade5. Eine Eliminierung

der konstanten Reibungsterme wird mit c� = 7; 1� 0; 4mNm erreicht.

� �' = �Tr;max � '+ (b� � b) _' (17)

Bei der L�osung dieser linearen Di�erentialgleichung zweiter Ordnung unterscheidet man

drei F�alle ([5]):

1. b � b
�
<

q
� � Tr;max (schwache D�ampfung, Schwingfall): Mit den Anfangsbedin-

gungen ' (t = 0) = '0 und _' (t = 0) = 0 ist Gleichung 18 L�osung der Bewegungs-

gleichung:

'(t) = '0 � e
�

b�b
�

2�
t
� cos ($t) mit $ =

vuutTr;max

�
�

 
b� b�

2�

!2

(18)

5Wird der Motor abgebaut, dominiert der konstante Innenwiderstand des Drehgebers die Schwin-

gung, vergleiche Abbildung 7a.
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Abbildung 18: Halblogarithmische Darstellung der Einh�ullenden bei c� = 7; 1mNm. Die

Regelung induziert einen Stokesschen Reibungsterm, dessen Gr�o�e von der Wahl der Regelpa-

rameter abh�angt. Diese Eichung gilt f�ur Soll-Werte, die nicht explizit von der Pendelpostion

' abh�angen.

2. b � b
� =

q
� � Tr;max (mittlere D�ampfung, aperiodischer Grenzfall): Je nach An-

fangsbedingungen gibt es beim aperiodischen Grenzfall maximal noch einen Null-

durchgang.

3. b� b� >
q
� � Tr;max (starke D�ampfung, Kriechfall): Mit den Anfangsbedingungen

aus 1. ist kein Nulldurchgang mehr m�oglich.

Im Schwingfall kann der Stokessche Reibungsterm b �uber die Steigung der Einh�ullenden

bei halblogarithmischer Darstellung bestimmt werden. Dieser h�angt von der Wahl der

Regelparameter ab, vergleiche Abbildung 18. Abbildung 19 zeigt den �Ubergang vom

Schwingfall zum Kriechfall.
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a)

c)

b)

Abbildung 19: a) Schwingfall, b) aperiodischer Grenzfall, c) Kriechfall. Beim aperiodischen

Grenzfall wird das System schneller ged�ampft als beim eigentlichen Kriechfall (vgl. [3]).
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Abbildung 20: Die SchwingungsdauerT h�angt bei gro�en Auslenkungen von der Amplitude

ab. Die Me�werte stimmen bis auf 1,5% mit dem Rechenwert aus Gleichung 20 �uberein.

4.2 Endlosschwingung

Bei bekannten Werten von b und c kann eine Endlosschwingung erzeugt werden. Diese

ist im Falle der Kleinwinkeln�aherung harmonisch, vergleiche Abbildung 21. Eine har-

monischen Schwingung stellt im Phasenraum eine Ellipse dar, deren Halbachsen a und

b nach [4] von der Gesamtenergie E des Systems abh�angen.

E =
1

2
� _'2 +

1

2
Tr;max'

2 a =

s
2E

�
b =

s
2E

Tr;max

(19)

Mit den Werten von ' und _' aus Abbildung 21 a und b folgt a = 2; 04 �

s
bzw. b = 0; 26 �

f�ur die kleine bzw. gro�e Halbachse, was in Abbildung 21 c best�atigt ist.

Die Frequenz der ged�ampften Schwingung $ aus Gleichung 18 ist strenggenommen

amplitudenabh�angig, da das Pendel selbst bei kleinen Auslenkungen nur n�aherungs-

weise ein harmonischer Oszillator ist. Mit einer reibungsfreien Endlosschwingung kann

die Abh�angigkeit der Schwingungsdauer T von der Amplitude '0 untersucht werden.

L�ost man Gleichung 19 nach d' auf und integriert von �'0 bis '0, erh�alt man ein el-

liptisches Integral erster Ordnung. Die L�osung kann als Reihenentwicklung angegeben

werden, vergleiche [6] und [7]:

T('0) = 2�

vuut �

Tr;max

�

0
B@1 + 1X

i=1

0
@ iY
j=1

2j � 1

2j

1
A
2

sin2i
�
'0

2

�1CA (20)

In Abbildung 20 wurde die Schwingungsdauer in Abh�angigkeit der Amplitude bei einer

Endlosschwingung gemessen und nach Gleichung 20 berechnet.
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a)

c)

b)

Abbildung 21: Harmonische Schwingung a) Weg-Zeit-Diagramm b) Geschwindigkeits-Zeit-

Diagramm c) Phasenraum. Die Phasenbahn einer harmonischen Schwingung ist eine Ellipse.
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4.3 Mond- und Jupiterpendel

Wird dem Wert des r�ucktreibenden Momentes T �
r;max

ein Wert ungleich Null zuge-

wiesen, wirkt sich dies auf die Pendelbewegung wie eine k�unstliche Ver�anderung der

Erdbeschleunigung g aus. Aus dem Newtonschen Gravitationsgesetz folgt f�ur die Fall-

beschleunigung des Mondes gMond �
1
6
� g, auf dem Jupiter6 gilt gJupiter � 2; 5 � g. Um

das Verhalten eines physikalischen Pendels bei der Fallbeschleunigung des Mondes bzw.

Jupiters zu untersuchen, mu� T �
r;max

die Werte aus Gleichung 21 annehmen.

T
�

r;max
=

5

6
� Tr;max bzw. T

�

r;max
= �1; 5 � Tr;max (21)

F�ur den Quotienten der Schwingungsdauern bei der Amplitude '0 gilt Gleichung 22.

TErde('0)

TMond('0)
=

s
1

6
bzw.

TErde('0)

TJupiter('0)
=
q
2; 5 (22)

Abbildung 22 best�atigt diesen Sachverhalt.

4.4 Resonanzverhalten

Ausgangspunkt bei der Untersuchung des Resonanzverhaltens ist die Grundgleichung

der erzwungenen Schwingung.

� �'+ (b� b
�) _'+ Tr;max � ' = T

�

0 � sin (!t) (23)

Die L�osung der inhomogenen linearen Di�erentialgleichung zweiter Ordnung ist die

Summe aus der allgemeinen L�osung der zugeh�origen homogenen Gleichung und einer

speziellen L�osung des inhomogenen Falls ([8]).

'(t) = a0 (!) � sin (!t+ ") + a1 � e
�

b�b
�

2�
t cos ($t) + a2 � e

�
b�b

�

2�
t sin ($t) (24)

F�ur gro�e Werte von t dominiert der erste Summand, das Pendel schwingt mit der

Anregungsfrequenz ! und der Amplitude a0 (!).

a0 (!) =
T
�

0q
(Tr;max � �!2)

2
+ (b� b�)

2
!2

lim
!!0

a0 =
T
�

0

Tr;max

lim
!!+1

a0 ! 0 (25)

Bei der Resonanzfrequenz !max nimmt a0 (!) f�ur
Tr;max

�
>

1
2

�
b�b�

�

�2
ihr Maximum an.

!max =

vuutTr;max

�
�

1

2

 
b� b�

�

!2

(26)

6Es wurde der sichtbare Jupiterradius zugrunde gelegt.
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Abbildung 22: Die Schwingungsdauer h�angt vom Wert der Fallbeschleunigung ab.
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Abbildung 23: Die Auslenkung des Pendels hinkt hinter der Anregung hinterher. Die Pha-

senverschiebung kann aus der Rechengr�o�e t0 und der Me�gr�o�e t1 bestimmt werden.

In der N�ahe der Resonanzfrequenz wird die Amplitude meist so gro�, da� die Voraus-

setzung der Kleinwinkeln�aherung nicht mehr erf�ullt ist. In diesem Bereich zeigen die

Me�punkte einen anderen Verlauf als Gleichung 25 und 26, vergleiche Abbildung 24 b.

F�ur die Phasenverschiebung " der angeregten Schwingung im Vergleich zum anre-

genden Moment gilt �� � " � 0. Die Formel zur Messung der Phasenverschiebung ist

in Abbildung 23 illustriert.

" = arctan
(b� b

�)!

�!2
� Tr;max

(27)

Je gr�o�er der Stokessche Reibungsterm b�b
� ist, desto acher wird die Phasenverschie-

bungs- und Resonanzkurve, vergleiche Abbildung 24 a und c.

F�ur kleine Zeiten t sind der zweite und dritte Summand aus Gleichung 24 nicht

mehr vernachl�assigbar. Mit den Anfangsbedingungen ' (t = 0) = 0 und _' (t = 0) = 0

ergibt sich f�ur a1 bzw. a2 Gleichung 28.

a1 = �a0 � sin (") a2 =
a0

$
�

 
b� � b

2�
sin (")� ! � cos (")

!
(28)

$ wurde bereits in Gleichung 18 de�niert. Liegen die Werte f�ur $ und ! nahe beiein-

ander, beobachtet man beim Einschwingvorgang Schwebungse�ekte, vergleiche Abbil-

dung 25.
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Abbildung 24: Resonanz- und Phasenverschiebungskurven einer erzwungenen Schwingung.

Der Verlauf der Kurven h�angt von der Gr�o�e des Stokesschen Reibungsterms ab. In der N�ahe

der Resonanzfrequenz ist die Voraussetzung der Kleinwinkeln�aherung nicht mehr erf�ullt (b).
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Abbildung 25: a) Nach etwa 15 s ist der Einschwingvorgang abgeschlossen, das Pendel

schwingt mit der anregenden Frequenz und der Amplitude a0 (8; 7Hz) = 0; 11�. b) zeigt

den Verlauf der Einh�ullenden. Die Computersimulation der Gleichung 24 in c) weist dieselbe

Charakteristik wie die Kurve in a auf, die Kleinwinkeln�aherung f�allt kaum ins Gewicht.
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4.5 Von der Periodizit�at ins Chaos

Die allgemeine Bewegungsgleichung 15 kann f�ur c� = c und T �
r;max

= 0 in ein System

aus drei Di�erentialgleichungen erster Ordung f�ur die drei Variablen ', � := _' und

� := !t umgewandelt werden ([9]).

_� = �

b� b
�

�
� � �

Tr;max

�
� sin (') +

T
�

0

�
� sin (�)

_' = � (29)

_� = !

Die L�osung dieses Systems ist eine durch die Zeit t parametrisierte Kurve im dreidi-

mensionalen Phasenraum, der von �, ' und � aufgespannt wird.

Die Dimension des L�osungsraumes N bestimmt die Anzahl der m�oglichen L�osungs-

typen ([10]):

N = 1 : Eine Bewegung im eindimensionalen Phasenraum ist immer monoton, die

L�osung l�auft gegen einen station�aren Punkt (auch
"
1\ ist in diesem Sinne ein

station�arer Punkt). Ein Beispiel hierf�ur ist der Verlauf der Einh�ullenden bei einer

ged�ampften Schwingung, vergleiche Abbildung 17 b.

N = 2 : Ein zweidimensionaler Phasenraum ist bei der freien ged�ampften Schwingung

realisiert, es gilt � = 0. Die L�osung kann wiederum gegen einem station�aren

Punkt im Phasenraum streben oder periodisch sein. Im periodischen Fall ist die

Phasenraumbahn unter Annahme der Kleinwinkeln�aherung eine Ellipse, verglei-

che Abbildung 21 c. Das Einm�unden in einen station�aren Zustand kann sowohl

monoton als auch oszillatorisch erfolgen, vergleiche Abbildung 19.

N = 3 : Im dreidimensionalen Phasenraum gibt es neben station�ar und periodisch als

dritten L�osungstyp auch chaotisch. Abbildung 26 zeigt den Verlauf einer drei-

dimensionalen periodischen Schwingung. Die charakteristischen Merkmale chao-

tischer L�osungen sind:

1. F�ur keine Zeit t wird das Verhalten station�ar oder periodisch.

2. Die drei Einzell�osungen ' (t), � (t) und � (t) bleiben innerhalb gewisser end-

licher Schranken.

3. Der zeitliche Verlauf der Einzell�osungen h�angt emp�ndlich von den Anfangs-

bedingungen ab. Ein beliebig kleiner, nicht me�barer Unterschied bei den
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Abbildung 26: Dreidimensionale Phasenbahn einer angeregten Schwingung nach dem Ein-

schwingvorgang. Ist �2��1 = 2�n (n 2 N), sind die zugeh�origen Werte f�ur ' und � identisch.

Anfangsbedingungen kann nach kurzer Zeit zu einem v�ollig verschiedenen

Verlauf der Phasenbahn f�uhren.

Bei genauer Kenntnis der Anfangsbedingungen ist das Gleichungssystem 29 auch im

chaotischen Fall eindeutig numerisch l�osbar. In der Praxis k�onnen die Anfangsbedin-

gungen jedoch nicht mit beliebiger Genauigkeit gemessen werden, so da� faktisch keine

Voraussagen �uber einen l�angeren Zeitraum m�oglich sind. Man spricht von determini-

stischem Chaos. In Abbildung 27 wurde der Pendelverlauf nach Gleichung 29 numerisch

mit dem Computer gel�ost und zwei Me�ergebnissen gegen�ubergestellt. W�ahrend in Ab-

bildung 25 die Ungenauigkeit der Parameter vernachl�assigbar war, f�uhrt diese hier zu

einem v�ollig anderem Kurvenverlauf. Selbst bei zwei unmittelbar hintereinander aus-

gef�uhrten Messungen reicht die Ungenauigkeit der Motornullstelle aus, um den Verlauf

der Kurve ab etwa 3 Sekunden unvorhersagbar zu machen.

Eine aufschlu�reiche zweidimensionale Darstellung mehrdimensionaler Phasenraum-

bahnen sind diejenigen Poincar�eplots7, bei denen die Phasenbahn fortw�ahrend von Ebe-

nen der Form � = 2�n+ � mit n = 0; 1; 2; : : : geschnitten wird und die Schnittpunkte

dann auf die (', �)-Ebene projeziert werden (vergleiche [11]). Im station�aren und pe-

riodischen Fall erh�alt man eine endliche, im chaotischen Fall eine unendliche Anzahl

von Punkten, vergleiche Abbildung 28 und 29.

7Henri Poincar�e (1854-1912)
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Abbildung 27: Chaotisches Verhalten als Simulation und als Messung. Die Ungenauigkeit

der Parameter und der Motornullstelle f�uhrt zur Unvorhersagbarkeit der Pendelbewegung

nach etwa 3 Sekunden.
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b)

a) a)

c) c)

b)

Abbildung 28: Periodisches (1) und chaotisches Verhalten (2) einer erzwungenen Pendel-

schwingung: a) Weg-Zeit-Diagramm b) zweidimensionaler Phasenraum c) als Poincar�eplot.

Bei periodischer Bewegung besteht der Poincar�eplot unabh�angig von der Dauer der Messung

nur aus einem Punkt, im chaotischen Fall wird die Anzahl der Me�punkte beliebig gro�.
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Abbildung 29: Poincar�eplots mit verschiedener Me�phase: a) � = 1
4
�, b) � = 3

4
�, c) � = 5

4
�,

d) � = 7
4
�. Bei Variation der Me�phase kr�ummt sich die aufgenommene Struktur. Die Muster

haben fraktalen Charakter, vergleiche [12] und [13]. e) und f) zeigen eine Computersimulation

f�ur � = 1
4
� bzw. � = 7

4
� bei doppelter Anregungsamplitude. Eine Messung ist bei diesen

Parametern aufgrund der begrenzten Schrittmotorgeschwindigkeit nicht mehr m�oglich.
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5 Schlu�betrachtung

Angefangen hat alles mit dem Wunsch von Herrn Prof. Nachtmann, das chaotische

Verhalten eines Oszillators im Vorlesungssaal zu demonstrieren. Die Idee, die erforder-

lichen Drehmomente mit einem computergesteuerten Schrittmotor �uber eine Drehfe-

der auf das Pendel zu �ubertragen, hatte Herr Dr. J. Schemmel. Unter Betreuung von

Herrn Prof. Meier wurde das Pendel dann - je im Rahmen einer Staatsexamensarbeit

- von Herrn M.�Ohmig gebaut und vom Autor optimiert, geeicht und programmiert.

Die Grundlagen der Hardwareansteuerung, wie sie in 2.2 beschrieben wurden, basieren

dabei auf einem Testprogramm aus [1], mit Herrn M.�Ohmig die prinzipielle Funkti-

onst�uchtigkeit der Apparatur nachweisen konnte.

Es wurde erreicht, da� s�amtliche Parameter der Schwingungsgleichung �uber Schie-

beregler von einer gra�schen Benutzerober�ache aus variierbar sind. Der Einu� der

Regelung auf die Pendelbewegung konnte gemessen werden, so da� mit dieser Appara-

tur durchaus Pr�azessionsmessungen m�oglich sind, wie die Versuche zur Schwingungs-

dauer zeigen. Bei der Bestimmung der Resonanzfrequenz liegen die gemessenen Werte

erwartungsgem�a� niedriger als die berechneten, da die Kleinwinkeln�aherung bei gro�en

Amplituden falsch wird.

Es lassen sich mit diesem Oszillator nicht nur alle Versuche zur Schwingungsglei-

chung durchf�uhren, f�ur die in Praktika das Pohlsche Rad benutzt wird, es ist auch

m�oglich, das chaotische Verhalten zu demonstrieren, das h�au�g nach einem Pendel�uber-

schlag zu beobachten ist. Insofern ist dieser Oszillator eine echte Verbesserung ge-

gen�uber dem Pohlschen Rad. Ein Pendel�uberschlag wird bei der gegebenen Apparatur

nur bei einem leichten Pendelk�orper und in der N�ahe der Resonanzfrequenz erreicht, da

durch eine gro�e Anregungsamplitude leicht die Maximalgeschwindigkeit des Motors

�uberschritten wird. Insofern �ahneln sich die aufgenommenen Poincar�eplots bei gleicher

Me�phase. Mit den gegebenen Parametern braucht der Vergleich mit einer Simulation

aber nicht gescheut zu werden8.

In einem n�achsten Schritt w�are eine grundlegende �Uberarbeitung der Hardware

denkbar. Durch eine pr�azisere Drehfeder, ein h�oheres Au�osungsverm�ogen, ein h�oheres

Haltemoment und eine h�ohere Maximalgeschwindigkeit des Schrittmotors k�onnte die

Pr�azession des Pendels und das Anwendungsspektrum weiter vergr�o�ert werden. Ein

weiteres Ziel k�onnte die Darstellung der Gra�ken in Echtzeit, also direkt w�ahrend der

8Im Internet kann unter
"
http://monet.physik.unibas.ch/�elmer/pendulum/index.html\ u. a. eine

Simulation des chaotischen Verhaltens eines mathematischen Pendels heruntergeladen werden.
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Pendelbewegung, sein. Mit der vorhandenen Software ist dies zwar problemlos reali-

sierbar, die Plotfunktionen sind aber zu langsam, um in der Regelschleife aufgerufen zu

werden, deren Durchlaufzeit zwischen 10ms und 0,77ms betr�agt. Eine L�osung w�are

der Bau eines Mikrocontrollers, der �uber eine serielle Schnittstelle mit einem Com-

puter verbunden wird. W�ahrend der Mikrocontroller die komplette Regelung �uber-

nimmt, werden die Me�daten zum Computer geschickt und von der Regelung zeitlich

unabh�angig dargestellt.
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A Anhang

A.1 Sourcecode

Die Programme zur Bedienung des Pendels sind in C++ unter Verwendung der Biblio-

theken Qt f�ur die gra�sche Benutzerober�ache und Qwt f�ur die Plotfenster geschrieben.

Aus Platzgr�unden ist nur die Regelschleife dokumentiert.

In Abschnitt A.1.2 �ndet sich der Code zur Simulation des chaotischen Pendelver-

haltens mit dem Computer-Algebra-System Mathematica.

A.1.1 Regelschleife

Der Dialoge zwischen Benutzerober�ache und den Funktionen zur Regelung, gra�schen

Darstellung und Datenspeicherung erfolgt �uber die Variablemodus. Bei Programmstart

und nach Beendigung s�amtlicher Funktionen wird dieser Variablen der Wert Null zu-

gewiesen.

modus=0: Die Regelschleife l�auft nicht, sie kann mit der Start-Taste aufgerufen wer-

den.

modus=1: Die Regelschleife l�auft, ein doppelter Funktionsaufruf ist nicht m�oglich.

modus=2: Die Regelschleife wird abgebrochen, um das Pendel in die Nullposition zu

fahren. Die zugeh�orige Funktion ist eine modi�zierte Regelschleife, in der auf die

bei Programmstart gespeicherte Nullage geregelt wird.

modus=3: Die Regelschleife wird abgebrochen, um die aufgenommenen Me�daten

gra�sch darzustellen und abzuspeichern. Dies erfolgt entweder, wenn die ange-

gebene Anzahl der Me�werte erreicht oder die Stop - bzw. Stop/Pendel auf

Null fahren -Taste gedr�uckt wurde.

modus=4: Die Schlie�en -Taste wurde gedr�uckt. Der allokierte Speicherbereich wird

freigegeben und das Programm beendet.

modus=5: Die Regelschleife wird ohne weiteren Funktionsaufruf abgebrochen.

modus=7: Das Pendel wird in die Nullposition gefahren, in dieser Zeit werden alle

anderen Funktionsaufrufe ignoriert.
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Regelschleife von pendeldemo

if(modus==0)

fmodus=1; //Sch�utzt vor doppeltem Funktionsaufruf

//Variablen

int apos; //Drehgeberwert

double ppos; //Pendelposition von 0 bis 8192

double pposn; //Pendelposition in pi

double pposv=0; //Vergleichswert f�ur pposn

double w=0; //Winkelgeschwindigkeit in �/s

double y=0; //Gr�o�e der Regelabweichung

double y1=0; //Gr�o�e der Regelabweichung

double x=0; //Winkel zwischen Motor und Pendel

double t=0; //Echtzeitvariable [s]

double tv=0; //Vergleichswert f�ur t

double k; //1/k ist die Wartezeit in s

double kv=100; //Vergleichswert f�ur k

double step; //Schritte des Taktgebers

double correct; //Variable f�ur die Korrektur des Richtmoments

int n=0; //Z�ahlt die Schleifendurchl�aufe

int update=0; //Wird f�ur Benutzerober�achenaktualisierung ben�otigt

double mspeed=0; //Regelgeschwindigkeit in Schritte/Sekunde

int vorz=0; //Vorzeichen bei D�ampfungstermen

int rst=0; //Anzahl der aufgenommenen Me�werte

int werte; //Anzahl der aufzunehmenden Me�werte bei Start der Regelschleife

int wert;

//Inbetriebnahme des Taktgebers

LARGE INTEGER hpcfreq; //hier steht die Frequenz des Taktgebers

LARGE INTEGER lasttime; //Zeitvariablen

LARGE INTEGER newtime;

LARGE INTEGER startzeit;

LARGE INTEGER neuzeit;

QueryPerformanceFrequency(&hpcfreq); //Abfrage der Frequenz des Taktgebers

//Anlegen einer dynamischen Datenstruktur zur Aufnahme der Me�werte

delete[]parray;

werte=spin1!value();

parray=new messung[werte];

asm cli; //Verbot der betriebssysteminternen Interrupts

//Regelschleife

while(1)

f if(n==0)fQueryPerformanceCounter(&startzeit); //Abfrage der Startzeit

QueryPerformanceCounter(&newtime);

QueryPerformanceCounter(&lasttime);g

// A: Berechnen der Echtzeit

if(n!=0)

f

QueryPerformanceCounter(&neuzeit);

t=(neuzeit.QuadPart-startzeit.QuadPart)/double(hpcfreq.QuadPart);

mspeed=1/(t�tv);

g
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//B: Auslesen des Drehgebers, berechnen der Pendelposition in �

apos=position DG(mact); //Auslesen des Drehgebers; mact speichert die aktuellen Motorkonditionen

ppos=�rst�apos;

pposn=ppos/4096;

if(pposn>=1)pposn�=2; //Pendelwerte bei �Uberschlag

if(pposn<�1)pposn+=2;

//C: Bewegen des Motors um einen Schritt

if(y>=0.005)DIG Out Port(DivNum,PA,(mactjDG TAKTM)& M CLOCKM);

//D: Berechnen der Geschwindigkeit

if(n!=0)

fw=(pposn�pposv)/(t�tv);

if(w>10)w=10; //Unterdr�uckung von Ausrei�ern

if(w<�10)w=�10;

if(w>0)vorz=1;

if(w<0)vorz=�1;

if(w==0)vorz=0;g

//E: Aufnahme der Daten in den Arbeitsspeicher

if(box1!isChecked()==TRUE)

fparray[rst].Pendelposition=pposn;

parray[rst].Pendelgeschwindigkeit=w;

parray[rst].Regelabweichung=y1;

parray[rst].Winkel=x;

parray[rst].Echtzeit=t;

parray[rst].Wartezeit=(t�tv);

parray[rst].Motorgeschwindigkeit=mspeed;

parray[rst].Motorposition=mpos;

rst++;g

//F: Aktualisieren der Benutzerober�ache

asm sti; //Betriebssysteminterrupts zugelassen

if(tv<=update/10.0 && t>update/10.0)fqApp!processEvents(1); //jede Zehntelsekunde wird die

update++;g //Benutzerober�ache akualisiert

//Abbrechen der Regelschleife in verschiedenen Modi

if(modus==2)break;

if(modus==4)break;

if(spin1!value()>=werte)wert=werte;

else wert=spin1!value();

if(box1!isChecked()==TRUE && rst>=wert)fmodus=3;

break;g

if(modus==5)break;

asm cli; //keine Betriebssysteminterrupts

//G: Berechnen der neuen Regelabweichung y

correct=�lcd5!value()/180.0*sin(lcd6!value()*t)�vorz*lcd2!value()/3.94*0.005�lcd3!value()/1.25*0.005*w

�lcd4!value()/3.94*0.005*sin(pposn*M PI);

if(correct>0)correct=(0.250812/0.253858)*correct; //Korrektur der Asymmetrie der Federcharakteristik

else correct=(0.250812/0.247766)*correct;

y=correct�(pposn�mpos);
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if(y>1)y�=2; //Regelabweichung bei �Uberschlag

if(y<�1)y+=2;

y1=y;

if(correct<0) x=0.253858/0.250812*(pposn�mpos); //Winkel zwischen Motor und Pendel

else x=0.247766/0.250812*(pposn�mpos);

if(x>1)x�=2;

if(x<�1)x+=2;

//H: Berechnen der Richtung und der neuen Motorposition

if(y>=�0.005)fmact&= M DIRECTM; //Rechtsdrehung

mpos=mpos�0.005;g

if(y<=0.005)fmactj=M DIRECTM; //Linksdrehung

mpos=mpos+0.005;g

if(mpos>=1)mpos�=2; //Motorwerte bei �Uberschlag

if(mpos<�1)mpos+=2;

//I: Berechnen der Restwartezeit

y=fabs(y);

if(y<=0.005)k=lcd7!value();

else k=1000*lcd1!value()*(y�0.005)+lcd7!value();

//Beschleunigungsbegrenzung

if(box2!isChecked()==TRUE)

fif(k>kv && k*kv�kv*kv>lcd8!value()) //Beschleunigungsbegrenung bei ansteigenden

k=lcd8!value()/kv+kv; //Geschwindigkeiten

if(k<kv && kv*kv�k*kv>lcd8!value()) //Beschleunigungsbegrenung bei fallenden

k=kv�lcd8!value()/kv;g //Geschwindigkeiten

if(k>1300)k=1300; //Maximale Motorgeschwindigkeit

kv=k;

tv=t;

pposv=pposn;

n++;

step=hpcfreq.QuadPart/k;

//Warteschleife

while(newtime.QuadPart�lasttime.QuadPart<step)

fQueryPerformanceCounter(&newtime);g

lasttime.QuadPart=newtime.QuadPart;g

//Funktionsaufruf nach Verlassen der Regelschleife

if(modus==5)fif(box1!isChecked()==TRUE)modus=3;

else modus=0;g

if(modus==3)

fdat=rst;

plotten(dat); //Aufruf der Plotfunktion

datenspeicherung();g //Speicherung der Daten

if(modus==2)relax(); //Funktion zur Drehung des Pendels in die Nullage

if(modus==4)fdelete[]parray;

DIG Out Port(DivNum,PA,0);

qApp!exit(0);g //Funktion zur Beendigung der Applikation

g
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Die Punkte A bis I entsprechen der in Abschnitt 2.3.2 gemachten Einteilung. Die

Variable correct bezeichnet den Soll-Wert  , vergleiche Gleichung 14, der Ist-Wert

~ ist die Di�erenz aus der Pendelposition pposn und der Motorposition mpos. box1

ist der Zeiger auf die Kontrollbox
"
Aufnahme von Me�werten\, box2 auf

"
Maximale

Motorbeschleunigung\. Der Zugri� auf die Werte der LCD-Anzeigen erfolgt �uber lcd2,

wobei teilweise noch Umrechnungen vorgenommen werden m�ussen.

Bei den Programmen
"
resonanz\ und

"
chaos\ unterscheidet sich die Regelschleife

in erster Linie in den Punkten D und E. Bei
"
resonanz\ wird in der letzten Anre-

gungsamplitude die Amplitude des Pendels und die Zeit des letzten Nulldurchgangs

mit negativer Flanke bestimmt, vergleiche Abbildung 23. lcd4!value() ist die Kreis-

frequenz !, lcd6!value() der Wert der Erh�ohung der Kreisfrequenz und spin2!value()

die Konstante C aus Gleichung 11.

resonanz

//D: Berechnen der Geschwindigkeit und der gew�unschten Daten

. . .

//Bestimmung der Amplitude in der letzten Periode

if(t>=(spin2!value()*ceil(lcd4!value())�1)*2*M PI/lcd4!value())

fif((pposv>0 && pposn>0) && pposv<pposn)amplitude=pposn;g

//Bestimmung der Zeit des letzten Nulldurchgangs mit negativer Flanke

if(t>(spin2!value()*ceil(lcd4!value())�1)*2*M PI/lcd4!value())

fif((pposv>=0 && pposn>=0) && pposv>pposn)tp2=t;g

//E: Aufnahme der Daten in den Arbeitsspeicher

if(t>spin2!value()*ceil(lcd4!value())*2*M PI/lcd4!value())

f

parray[a].Amplitude=amplitude;

parray[a].Kreisfrequenz=lcd4!value();

parray[a].Phase=(spin2!value()*ceil(lcd4!value())*2*M PI/lcd4!value()�tp2)*lcd4!value()/M PI�1;

a++;

QueryPerformanceCounter(&startzeit);

t=0;

tv=0;

update=0;

slid=slider6!value()+slider4!value(); //Berechnung des neuen Schiebereglerwertes

if(slid>141)slid=141;

emit omegaplus(slid); //Zuweisung der neuen Kreisfrequenz an den Schieberegler

g

Das Programm
"
chaos\ mi�t nach dem Einschwingvorgang die Pendelposition und

die Pendelgeschwindigkeit zu den Zeiten t = 2�n+�

!
(n 2 N). spin2!value() gibt die

Anzahl der Perioden des Einschwingvorgangs an, lcd4!value() die Anregungsfrequenz

! und lcd6!value() die Me�phase �

2�
.
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chaos

//E: Aufnahme der Me�werte

if( (tv<=(spin2!value()+lcd6!value()+rst)*2*M PI/lcd4!value())

&& (t>=(spin2!value()+lcd6!value()+rst)*2*M PI/lcd4!value()) )

fparray[rst].Pendelposition=pposn;

parray[rst].Pendelgeschwindigkeit=w;

rst++;g

A.1.2 Simulation des chaotischen Pendelverhaltens

Zur Bestimmung des Weg-Zeit-Diagramms wird f�ur Gleichung 15 mit c� = c und

T
�

r;max
= 0 eine Wertetabelle von tmin bis tmax in Schritten von tstep erstellt. Der Werte-

bereich der Pendelposition ist unabh�angig von der Zahl der �Uberschl�age �� � ' < �.

Die Funktion f bewirkt eine Projektion der berechneten Werte der Pendelposition '

in dieses Intervall. Da in Gleichung 15 mit den gemachten Einschr�ankungen nur der

Sinuswert und die Ableitung von ' eingehen, ist es gerechtfertigt, diese Angleichung

an das reale Pendelverhalten erst nach der numerischen L�osung vorzunehmen.

Weg-Zeit-Diagramm des chaotischen Pendelverhaltens

//1: De�nition der Projektionsfunktionen f

f [x ] := x =; (�� � x < �);

f [x ] := x�

�
Round

�
x

2�

�
2�
�

=; (x � � k x < ��);

//2: Eingabe der Parameter

� = : : : ;

T �

r;max
= : : : ;

T
�

0
= 0:251 �

180
: : : ; //Anregungsamplitude im Gradma�

! = : : : ;

b = : : : ;

tmin = : : : ;

tmax = : : : ;

tstep = : : : ;

stepmax = : : : ; //Defaultwert ist 1000

//3: Erstellen und Speichern der Wertetabelle

liste1=Table[Evaluate['[t] /. NDSolve[f�'00[t] + T �

r;max
Sin['[t]] + b'0[t]� T �

0
Sin[!t] == 0, '[0] == '0[0] == 0g, ', ft,

tmin, tmaxg, MaxSteps! stepmax]], ft, tmin, tmax, tstepg];

liste2=Table[ftstep(i-1), TableForm[liste1[[i]], TableDepth!2]g, fi, 1, (tmax � tmin)=tstep + 1g];

Export[". . . nnliste.dat", liste2];

//4: Projektion der Pendelposition ' und Plotten

liste3=Import[". . . nnliste.dat"];

liste4=MapAt[f , liste3, Table[fi, 2g, fi, 1, (tmax � tmin)=tstep + 1g]];

ListPlot[liste4]
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Die Simulation der Poincar�eplots erfolgt �uber das Gleichungssystems 29. Statt der

Grenzen und der Au�osung einer Wertetabelle werden die Anzahl der aufzunehmenden

Punkte n und die Me�phase �

2�
angegeben.

Simulation eines Poincar�eplots

//1: De�nition der Projektionsfunktionen f

f [x ] := x =; (�� � x < �);

f [x ] := x�

�
Round

�
x

2�

�
2�
�

=; (x � � k x < ��);

//2: Eingabe der Parameter

� = : : : ;

T �

r;max
= : : : ;

T �

0
= 0:251 �

180
: : : ; //Anregungsamplitude im Gradma�

! = : : : ;

b = : : : ;

n = : : : ;

� = 2� : : : ;

stepmax = : : : ; //Defaultwert ist 1000

//3: Berechnen der Pendelposition ' und der Pendelgeschwindigkeit � bei t =
2�n+�

!
(n 2 N)

liste1=Table[Evaluate[f'[t]; �[t]g /. NDSolve[f�0[t] == !, '0[t] == �[t], �0[t] == �
b

�
�[t]�

T
�

r;max

�
Sin['[t]]+

T
�

0

�
Sin[�[t]],

�[0] == �[0] == '[0] == 0], f�, ', �g, ft,
�

!
, (n� 1)

2�+�

!
g, MaxSteps! stepmax]], ft,

�

!
, (n� 1)

2�+�

!
, 2�

!
g];

liste2=Table[TableForm[liste1[[i]], TableDepth!2]g, fi, 1, ng];

Export[". . . nnliste.dat", liste2];

//4: Projektion der Pendelposition ' und Plotten

liste3=Import[". . . nnliste.dat"];

liste4=MapAt[f , liste3, Table[fi, 1g, fi, 1, ng]];

ListPlot[liste4]
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